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PRÉFACE. 


H. Poincaré, dans ses Figures cFèquilibre (1902), avait traité 
le problème de la recherche des figures d’équilibre d’un liquide 
en rotation à la fois pour une masse homogène et pour une niasse 
hétérogène. P. Appell, en lui succédant à la chaire de Mécanique 
céleste (iqiS), avait jugé que ce problème méritait d’étre repris, 
mais aussi que les deux parties devaient être complètement distin¬ 
guées l’une de l’autre. Son cours de 1914? publié en 1920, et qui 
forme le premier fascicule de ce tome IV de son Traité de Méca¬ 
nique rationnelle^ portait uniquement sur les figures d’équilibre 
d’une masse homogène en rotation. 

P(*s (‘ir('onslau('(‘s l’ont (‘m|)ècbé de (U)ntiuu(‘r sou cours sur les 
ligures d’une masse hétérogène eu rotation, et sur la ligure de la 
Terre et t!<‘s planèlus, qui constitue l’olqiU, de ce second fascicule. 
Il jugeait d’ailleurs excellemment qm^ la (juestiou n’était pas suf¬ 
fisamment au poinl. Aussi, dans un IVlémoirc: londamental des 
Acta Mathematica (192.!), qui fait le digne pendant du Mémoire 
scmsationnel (h* H, Ihiiucai'é sur les Figures déricées des ellipsoïdes 
( 1900) dans le cas d’une masse homogène, il attire ratteution sur 
h‘ problème giuu'ral lui-même de la rotation d’uiu^ masse hétéro¬ 
gène, sur les conditions hydrostatiijlies restrictives dcî récpiilibre, 
sur l’impossibilité du mouviunent à la INiiiisot, etc. C’est là le 
problème d Appelle qui lait l’objet d(‘ la pvionière Partie du 
|)rcs(Mit Ouvragxï. 

Sur s(‘s cousciils, toujours aussi judicieux qu’éclairés, j’ai étudié 
< oinplctemmil la qu(\stiou (U. y* nu^ sms <dlorc(* (h* dcUmiiler et de 
définir toutivs h‘s sortes de mouvonuuil <‘1 de ligurivs d’équilibre 
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possibles, alors qu’on avait étudie jusque là presque uniquement 
la question de l’équilibre relatif. Finalement, on démontre que 
le mouvement le plus général d'une masse hétérogène libre^ et 
soumise à Vattraction mutuelle de ses parties^ se ramène à la 
rotation autour d'un axe de révolution de direction fixe^ la 
vitesse de rotation de chaque particule pouvant varier, en profon¬ 
deur comme en latitude, d’une façon quelconque. Les surfaces de 
niveau et les surfaces d’égale densité sont toujours de révolution 
et symétriques par rapport à un plan équatorial passant par le 
centre de gravité. La rotation se fait autour d’un axe unique^, qui 
est l’axe de révolution de ces surfaces et le plus grand axe d’inertie 
de la masse. 

On distingue alors deux cas de mouvement possible et deux 
seulement : le cas de Véquilibre relatifs où la masse' tourne en 
bloc avec la même vitesse de rotation autour de son axe, et le cas 
du mouvement permanent, où les molécules tournent avec des 
vitesses différentes autour de cet axe. Les équations générales du 
mouvement et de l’équilibre hydrodynamique senties mêmes dans 
les deux cas, avec les mêmes formules, sauf que la vitesse de 
rotation est une quantité constante dans le premier cas et variable 
dans le second. 

J’ai démontré encore que le second cas se décompose lui-même 
en deux autres. Si les surfaces de niveau et les surfaces d’égale 
densité coïncident (en particulier sur la surface extérieure), les 
vitesses de rotation sont fonction uniquement de la distance à l’axe 
de rotation et les surfaces d’égale vitesse sont cylindriques autour 
de cet axe. La réciproque est vraie. Si les vitesses ne sont pas 
cylindriques, les surfaces de niveau et d’égale densité ne coïncident 
pas. En particulier, la surface extérieure ne peut pas être une sur¬ 
face d’égale densité. 

Dans tous les cas, il y a impossibilité du mouvement à la 
Poinsot, comme le ferait un corps solide. L’axe de rotation conserve 
toujours une direction fixe. On verra, dans la quatrième Partie, ce 
qu’il en advient dans le cas de la précession, agissant sur une masse 
fluide (Chap. XV). 
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La seconde Partie de cet Ouvi'age est consacrée à l’étude du cas 
des surfaces de niveau ellipsoïdales. M. Hamy, dans sa remarquable 
Thèse, avait démontré que, dans l’équilibre relatif, ces surfaces, et 
par conséquent la surface extérieure, ne peuvent pas être rigoureu¬ 
sement ellipsoïdales pour une masse hétérogène en rotation. 
Ce résultat, qui ressortait déjà des calculs de seconde approxi¬ 
mation, a été étendu ensuite au cas du mouvement permanent, 
quelle que soit la variation des vitesses de rotation. 

Ces démonstrations ont compliqué singulièrement l’étude des 
figures d’équilibre d’une masse hétérogène, dans le cas général 
d’une vitesse de rotation quelconque, et retardé la solution dans 
le cas pratique de la figure des planètes et de l’évolution de cette 
figure, avec la contraction et l’accélération de la vitesse de rotation. 

On a vu, dans le premier fascicule de cet Ouvrage, comment 
l’étude des figures d’équilibre d’une masse homogène avait pu être 
faite d’une façon complète pour les figures ellipsoïdales, mais seu¬ 
lement amorcée pour les autres figures qui dérivent des ellipsoïdes, 
et cela grâce aux efforts conjugués des plus grands mathématiciens. 

Dans le cas présent d’une masse hétérogène, les résultats positifs 
(‘t prati<ju(‘s ont pu être poussés menu; plus loin, sans effort mathé¬ 
matique trop <;onipliqu<‘, mais par une recherche patiente et 
[irogressive des (‘ondliions d’approximation succ(‘ssiv(» et par la 
recherche de limites entre lesquelles la solution du problèm(‘ 
devait se trouver certainement renf(‘rmé(‘. Cette méthode, dont 
on verra dlffénmls (‘xeinples dans cet Ouvrage^, lappelle plutôt 
les pro(;édés du physicien qui, guidé par les n'sultats d’expé¬ 
riences antérieures, h‘s renouvadle, hvs précls(‘ (U trouve enfin 
rexpéri(m<‘e crinuah; (pii décide; du résiiltal final. 

On a pu en (df(;t (‘(uifernuu' les ligures d'uiu^ masse hétérogène, 
dans le cas le plus général, (uitn; (huix ligurivs (‘lllpsoïdales bicm 
définies, puis rattacher c<‘s <;llij)soïdes eux-mcines à ciuix d’une 
masse homogèm^ en rotalion. \jCS résultals (‘t l(;s calculs relatifs 
à la masse homogciu* d(‘V(uial(‘nt <lir(‘ct(uncnt applicables pour 
n’import(‘ quelh‘ NiUcsse de rotation, et (uda avec; une approxi¬ 
mation toujours suffisaïUe, qu(‘ l’on piuit èvalu(‘r <‘1 perfectionner. 
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De plus, la Ogure (l\'îcjuilibre trouvée ii’esL pas autre chose que 
la première figure dérivée des ellipsoïdes de révolution dans le cas 
d’une masse homogène. Après rexcliision des ellipsoïdes à trois 
axes, puis des ellipsoïdes de révolution, comme figures d’équilibre, 
il ne restait plus que cotte unique figure dérivée des ellipsoïdes^ 
comme figure iré([uilibro d’une masse hétérogène quelconque avec 
<les vitess(*s quelconques. 

Elle n^ste d’ailleurs toujours très voisine d’un ellipsoïde. 

On a vu en effet, par les résultats de la première Partie de cet 
Ouvrage, que les surfaces ne pouvaient être que de révolution, ce 
qui excluait les ellipsoïdes à trois axes et toutes les figures dérivées 
de ceux-ci, ce qui simplifiait déjà beaucoup les recherches. 

De plus, j’avais déjà démontré dans ma Thèse que la figure 
d’une masse hétérogène de révolution devait toujours être comprise 
entre celles de deux ellipsoïdes homogènes, l’un de densité égale 
à la densité niojxmne et l’autre à la densité centrale de la masse 
hétérogène. Mais c(‘tle démonstration était basét^ sur l’étude de la 
figure d’équilibre de deux masses liélérogémvs à suifac(‘s internes 
ellipsoïdales et vitesses variables. Les démonstrations qui ét(m- 
daient à ce cas riinposslbilité des surfaces rigoureusement elli])- 
soïdales rendaient caduques ces conclusions. 

Or, on peut remarquer qu’une masse hctéi’ogène qneh'onqm* 
est toujours comprise entre deux limites : la masse liomogêiie et la 
masse complètement concentrée eu un point. La figure d’une mass(‘ 
hétérogène et ses surfaces de niveau devaient donc être coiuprls(;s 
entre la figure et les surfaces d’une masse homogène et celles d’une 
masse complètement concentrée, c’est-à-dire entre la surface 
d^un ellipsoïde de révolution et la surface de Roche. 

J’ai démontré de plus que l’on peut faire ^coïncider la surfac(‘ 
de Roche avec un ellipsoïde de révolution, à moins d’un dixiènu‘ 
près, dans le cas le plus défavorable. On peut donc, on premièr<‘ 
approximation, avec une approximation très suffisante, consldérei- 
les surfaces de niveau d’une masse hétérogène comme ellipsoïdales. 
Les calculs indiqués plus haut redevenaient applicables et le pro¬ 
blème était résolu. 
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On démontre alors qu’une masse hétérogène en rotation prend 
d’abord une figure voisine de la sphère, sous la forme d’un 
ellipsoïde de révolution légèrement déprimé entre les pôles et 
l’équateur. Si la masse se concentre, la vitesse augmente, et cette 
figui'e s’aplatit de plus en plus jusqu’à prendre la forme d’un 
disque plat^ comme dans le cas des ellipsoïdes de révolution, 
dits de Maclaurin, d’une masse hoinogène. 

Les deux^ limites de Vaplatissement^ déterminées parClairaut, 
et indépendantes de toute loi des densités intérieures, se retrouvent 
ici et peuvent se généraliser d’une façon remarquable sous une 
forme aussi simple, applicable depuis les figures voisines de la 
sphère jusqu’à celles voisines du disque aplati. 

J’ai de plus réussi à écrire, en première approximation, les 
équations de l’équilibre des figures voisines du disque plan. Ce 
sont les équations qui correspondent, pour le disque et les grandes 
vitesses de rotation, aux équations de Glairaut pour les ellipsoïdes 
voisins de la sphère, dans le cas d’une faible vitesse de rotation. 
On vérifie, comme dans le problème de Glairaut, que les figures 
sont également ellipsoïdales. Aux deux l)()uls d(‘ la cliaîue de 
lévolullnn <ruue masse hélérogèiie, la sphèr(‘ vl 1 (‘ (lisipu^, nous 
retrouvons donc livs sui‘lac(^s d(‘ niveau (dlipsoïdales, dont les 
figures et siiida<‘(\s récdles lu* s’écaiMenl pas d(* plus d’un dixième. 

Nous Noyons (‘iic<)r<* [)ar là (|ue la scission de la massif jiai' 
dédoublement (vst égahmumt impossible, (‘ommi^ pour une mass(‘ 
homogèiK*. 11 |)eut y avoii* s(;ul(‘m(‘ut libération progr(‘ssi\e des 
partlcuhvs à l’cMpiahMir [)our roriiun* un a/ineaa, analogue à celui 
de SaturiK' mais uon séparé, (pu s(‘ coulbudra av(Mj: l(‘ discpie final. 

Ajoutons encoi‘(‘ (pi(‘ h^ prohlènit^ de la stabilité ries fi^’ures 
j)eut èlr(î égabmumt ia‘gardé comme i‘(is()bi puiscpi’il se ramène 
à celui des (dlipsoïdcvs boinogèms d(‘ laivolulion, Irailé dans 1(‘ 
pi‘(iml(‘r fascicule. 

I.a trotsiéme Partie compiamd l’étud(‘ piatlipu^ de la figui'i* 
de la 'Verve^ dans \o (uis d’mu» mass(‘ lournant loul (run(‘ plèct‘ 
avo(.‘ une laibb» vll(iss(‘. (INcst 1(‘ prohfi'na^ d<‘ Plairant^ (pi’d 
a résolu par son (apial ion dilhuami l(dl(‘(adclua*, (0 parla démonstra- 
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tion que toutes les surfaces de niveau sont ellipsoïdales, en pre¬ 
mière approximation. 

On y étudie ensuite Pautre formule fondamentale de Clairaut, 
qui détermine Paplatissement de chaque couche d’après l’attraction 
en chaque point et les deux limites qu’il en déduit èt qui sont 
indépendantes de toute loi des densités, 

La formule de d’Alembert, basée sur lés moments d’inertie et 
le mouvement de précession, permet de déterminer des limites 
encore plus étroites de cet aplatissement. 

H. Poincaré, en utilisant la transformation de Radau, qui 
ramène au premier ordre l’équation différentielle de Glaiî^it, 
avait montré que l’on obtient ainsi une limite; plus resserrée de 
l’aplatissement de la Terre, limité indépendante égalemènt de toute 
loi de densités à l’intérieur dé la Terre. J’avais détèrïniné, dans 
ma Thèse, une seconde limite très voisine de celle de Poincaré, 
indépendante comme celle-ci de toute loi de densités et qui permet 
de fixer à moins d’une unité près la valeur de l’inverse de l’âplà^ 
tissement de la Terre, par la combinaison des mesures astrono¬ 
miques de la précession, des mesures physiques de la pesanteur, 
des mesures géodésiqùes du râÿcm équatorial de la Terre, toutes 
mesures connues avec cinq chiffres exacts au moins. Les calculs 
pratiques et numériques, faits avec de très nombreuses lois de 
densités, vérifient les calculs théoriques, et réduisent à quelques 
centièmes d’unité l’écart entre les deux valeurs limites de l’inverse 
de l’aplatissement, précision qui dépasse de beaucoup celle des 
meilleurs travaux de géodésie. 

Celte étude de la figure précise de la Terre se lenuine par l’appli¬ 
cation, au problème de Clairaut comme à celui de Poincaré, des 
calculs en seconde approximation^ en tenant compte du carré de 
l’aplatissement. On détermine les faibles corrections qui s’en 
déduisent, sur la surface extérieure de l’ellipsoïde et sur les vraies 
limites de l’aplatissement, en toute approximation, 154 . 

La quatrième Partie contient l’étude des différentes questions 
qui se rattachent à celle de la figure de la Terre. 

C’est d’abord l’étude, en première et en deuxième approximation. 
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de la variation de la pesanteur par une troisième formul 

de 'fflâiraut et qui permet de déterminer également raplatissement 
de la Teire, puis les résultats de$ observations à ce sujet, la 
question de Ksostasie, l'action des gaz internes pour expliquer les 
soulèvements et l'égalisation de la pesanteur, etc. 

C est ensuitè l'application numérique à ce problème des diflé- 
rentes lois de densités, étudiées par les astronomes, lois de Roche, 
de Lipschitz^, de Lévy, les limites de la densité centrale, la formule, 
qui représent^^ Je pies exactement la variation de la densité et de 
à l’intérieur de la Terre, etc. 

On y a joint l’étude des différentes hypothèses que l’on peut 
faire, en dehors de celle dè Glairaut, et qui peuvent influer sur 
l’aplatissement calculé, comme l’hypothèse d’une Terre solide, 
envisagée par H. Poincaré, ou celle de vitesses internes variables. 
A propos de cette dernière hypothèse, j’ai repris les calculs de la 
précession, en les étendant aux différents parallèles de la masse 

une force tangenlielle pério- 
tremblements de terre, les 
charriages, etc., j’ai montré enfin que l’aplatissement de l’écorce, 
(lilTèreiit de celui des couches internes, peut, par reflet de la 
préccssiou, produire uu dej>l{icei)ie 7 it du pôle, qui a pu laisser 
des traces glaciaires duraiiL les périodes géologiqu€*s. 

Enfin, les inéines calculs sont appliqués àet à Saturne. 
Les limiles de Clairaut inonlreut alors, pour ces deux planètes, 
qu il doit y avoir une condensation intérieure |)rononcée, un véri¬ 
table noyau central, incompatible avec l(‘s lois de densités de 
Hoche et de Inpschilz, et que la loi plus générale de Lévy permet 
seule d’inlerprélcr et d(î Lraduire. Bien plus, les limites imposées 
alors par les fonnules de (dairaut (U de d’Alemhert ne pernieLteiit 
d’expliquer raplatissemcul de; ces deux planètes par aucune des 
lois de densités coniui(‘s, (;t l’on montre qu’il faut nécessaircmeut 
adimutri! sur ces planètes des vitesses de rotation plus grandes 
à la surface (pi «\ 1 nilérieur. On déduit do là les conditions méca- 
uiques et physiques de la formation d(‘s ])aiides parallèhîs à l’équa¬ 
teur observées sur ces pluuétes, la lormalioii aussi des ta(‘hes du 
Soleil et de ramieau de Saturne. 


fluide, montré 


; d’expliquer les 
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Je liens à signaler en terminant les deux Ouvrages les plus 
importants publiés dernièrement en français sur la question géné¬ 
rale étudiée ici, par MM. Wavre et Dive. On trouvera le résumé 
de ces travaux, avec les remarques elles réserves qu’ils suggèrent, 
aux n- 45, 78, 91, H5, 153, 164, 165, 191, 192, 196. 

Au problème des figures d’équilibre d’une masse homogène, se 
rattachait celui de la possibilité, de la stabilité et de la formation 
des anneaux, hypothèse de Laplace et expérience dé Plateau. C^est 
pourquoi, dans la seconde édition du premier fascicule de èet 
Ouvrage, j’avais ajouté un dernier chapitre sur les figures annu¬ 
laires et leur formation. 

L’étude des figures d’équilibre d’une masse hétérogène et de la 
forme des planètes conduit à envisager également la scission de la 
masse en deux autres et la formation possible des étoiles doubles 
et des satellites des planètes par ce phénomène de dédoublement. 
Aussi J. H. Jeans avait intitulé Problerns of CosmogonyMut ét^ée 
générale sur les figures d'équilibre possibles d’une masse hété¬ 
rogène en rotation plus ou moins rapide. De son coté. 11. Ih)incai‘('‘ 
avait étudié et publié, après ses Figures d^èquilibre^ ses Leçons 
sur les hypothèses cosmogoniques^ où il a précisé le problème de 
révolution et de la formation des astres pour en faire un problème 
vraiment et uniquement scientifique, un problème de Mécanique 
et de Physique. C’est actuellement le problème fondamental de 
l’Astronomie physique et de la Mécanique céleste, comme le pro¬ 
blème de la formation des couches de l’écorce terres ire est le pro¬ 
blème fondamental de la Géologie, La connaissance de la.consli- 
tution de l’Univers est assez avancée pour que le problème de son 
évolution et de sa formation puisse être abordé et résolu. ' 

De nombreuses éludes ont été publiées sur ce sujet, qui avait 
retenu également rattention de IL Appell. 11 avait songé d’en fair e 
l’objet d’un troisième fascicule de ce tome qualrième, qui serait 
devenu un véritable cours do Mécanique céleste. Le temps seul lui 
a manqué. Depuis, à la suite de Poincaré etd’Appell, de nombreux 
chercheurs ont publié des travaux remarquables sur ces problèmes 
fondamentaux, au point de vue physique, sur la constitution, 
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c'esL-à“dirc Vèquilibre thermodynamique des étoiles et par 
consé<|uent leur évolution et, au point de vue mécanique, sur la 
formation même des étoiles et des planètes par la condensation de 
la matiéré dans un milieu diffus et Faction des perturbations des 
astres voisins. Cette concentration de la matière se continue dans 
la formation et révolution des amas d^étoilcs et des voies lactées^ 
et Ton peut se rendre compte actuellement que la seule force de la 
gravitation, qui explique tous les mouvements des astres, depuis 
les travaux de de Laplace, qui explique leurs figures 

d’équilibre, depuis ceux de Clairaut et de Poincaré, permet 
d’expliquer également leur formation et l’origine même de tous 
leurs mouvements. 

On trouvera déjà dans Constitution et évolution de VUnioers^ 
publié chez Doin, l’ébauche des questions qui pourraient être 
traitées dans ce troisième fascicule. Elles pourraient êti'C reprises 
et complétées, avec tous les résultats plus récents, pour faire un 
ensemble très compte^^^^d^^ ce que la Mécanique et la Physique 
peuvent ïidus apporter sur la formation et révolution de notre 
Univers. On peut du moins actuellement resserrer la solution du 
problème de la constituliou et d(‘ la formation dirs aslres entre des 
hypothèses limites très voisines, (jui nous doniuml uin^ première 
approximation certaineiiumt très a[)pro(*hée de la solution générale. 

D’ailleurs, de ménn‘ fpie \e [iroblèrne d(‘ la formation des 
couches géologiques se pose seuUmient après le problème astro¬ 
nomique de la formation de la f erre, de même le problème de la 
lormation des asti'os se |)os(^ seulement après celui de la matière 
[X'sanle et de ses atomes, formés par la concentration et la neulra- 
bsation électrique d(cs protons (‘t des électi'ons primitifs, issus 
probablement de Fétliei’, avec les rayons cosmiipies, d’après la 
iliéorie de Millikan. De plus, les deux problèmes se ressemblent 
èlrangement au point de vue Mécanique, el peut-être le second, 
(pii mar(di(‘ a pas de g(‘ant, sera-t-il résolu par les mômes moyens, 
gràccï au concours di; la Fliysique mathémalique et de la Physique 
('xpérimentale. 

Avril i()3 ). 


\i.KX. VitRONNET. 
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I. Chez les anciens. \as pnîiiiicrs hommes (jul voyagèrent 
(lu Nord au Sud, do Grèci; em Egyjite, ont dh remarquer la 
dififérence de hou leur du Soleil oi des étoiles en ces difFérenls 
lieux. Pjthagore, vers Tan 5oo avant notre ère, et probablement 
d’après ces observations, est le premier à enseigner que la Terre 
est ronde. Aristote adopte cette théorie dans son système philoso¬ 
phique et cosmogonique, vers — doo. 

Peu après, vers l’an — Eratosthéue mesure un arc de méri¬ 
dien entre Alexandrie et Syèiie dans la haute Égypte, et en déduit 
(|uc l(i rayon de la Terre était voisin de 7000 ’^"’. Ce résultat, exact 
à i/io® près, était remarquable pour Pépoque. 

IVlais la conquête romaine ne tarde pas à étouffer la science 
grecipu', comme le soldat romain avait tué Archimède. Le milita¬ 
risme l oina in ne connaît pas de savants, et les conquêtes scientifiques 
et astronomiques des penseurs grecs et égyptiens ne furent connues 
que beaucoup plus lard eu Occident et (m Gaule, par l’inter¬ 
médiaire des Arabes, par l’Afrique et l’Espagne. 


APPKI.L. - - (V (2). 
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2. Am moyen àg^. — Ëtff science moderne, qui est surtout 
expérimentale au contraire de la science grecque, qui est surtout 
dialectique et géométrique, est née et apparaît dès le xii’^ siècle, en 
France, à Paris, et cela d’une façon complètement indépendante, 
commè nous Font révélé les i^echerchès ' bibliographiques de 
Duhem : théorie du levier, de Farc-en-ciel, de Faimant, lois de la 
chute des corps, etc. 

La rotondité do la Terre ne fait plus de doute. En i34o, Nicole 
Oresme, ^ en françctLs son Traité de la sphère où il 

démontre la rotation de la Terre, et la relativité du mouvement du 
ciel, par les mêmes preuves qu’aujourd’hui. 

En 1492 Christophe Colomb découvre l’Amérique, en voulant 
faire le tour du monde, ce que fera Magellan 3o ans plus tard (i Sao). 
En i33o le médecin français Fernel mesure la distance de Paris à 
Amiens et en déduit le rayon de la Terre à 1 / looo® près. La préci¬ 
sion des mesures des anciens était, du premier coup, bien 
dépassée. 

3. Newton et Cassini. Les premiers désaccords scientifiques. 
— C’est la connaissance de la mesure de Fernel, qui a permis à 
Newton la première vérification de sa loi de la gravitation, ou 
montrant que c’était bien la pesanteur terrestre qui maintenait la 
Lune dans son orbite. Il étend, dans ses Principes^ cette loi uni¬ 
verselle à tous les mouvements et perturbations des astres, il 
déduit même la forme de la Terre et des planètes de l’attraction 
mutuelle de leurs particules, combinée avec la force centrifuge. La 
Terre, en la supposant homogène, devait être aplatie aux pôles 01 
renflée à l’équateur. 

Vers la même époque la géodésie est née par Finvention de la 
triangulation (SneUius 1617 ) et des lunettes à réticules (Picard 
1669 ). Au début du xviii® siècle, Cassini directeur de l’Observa¬ 
toire de Paris, profite des premières mesures pour essayer d’eu 
déduire la forme de la Terre. 11 trouve qu’elle est plus haute^ au 
pôle qu’à Féqiiateur, de 90 milles. . 

C’était, sur cette question, la première coniradictioa, et non la 
dernière, entre le calcul et les mesures. 

i. La mission géodésique du Pérou et les calculs de Clairaut. 
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î*e cooflit était grave, fcar ei IW’admettâit •eeS''4<S#ietoiisiô&s.,,a, 
Terre ne pouvait plus tourner àulonr de'ses pôles. ir'est‘p<.«Jttdî 
I Académie des Sciences décida d’envojer deux missions géodé-' 
siques, au Pérou et en Laponie, pour mesurer deux arcs Ha 
méridien assez éloignés l’un de l’autre pour que leur coœp.. 
raison permit de trancher définitivement la quest^n* 

D’autre part, on pouvait se demander, si le calcul fait ettstippô- 
sant la Terre homogène, restait valable pour une disposition 
quelconque des densités à l’intérieur. C’est alors que GlairaW 
éludia et résolut complètement le problème dans sa Théorie de 
la figure de la Terre ( 1742), qu’il publia après les mesures de 
la mission de Laponie et avant le retour de celle du Pérou. 

Il commence par éublir, d’après Bouguer, les conditions 
hydrostatiques de l’équilibre du fluide, ce que Newton avait 
oublié de faire. Il établit une équation différentielle du second 
ordre qui relie l’aplatissement de toutes les couches à la densité. 
Cette équation, restée célèbre en mathématique, porte encore 
le nom d équation de Olairaut,’ Il démontre qu’en première 
approximation les surfaces de niveau sont ellipsoïdales, et que 
leur aplatissement est croissant du centre à la surface. 

Il établit ensuite deux limites remarquables entre lesquels 
l’aplatissement doit nécessairement être compris, l’une qui corres¬ 
pond au cas d’une masse homogène et l’autre au cas d’une masse 
condensée complètement au centre. Les mesures de la mission de 
Laponie, comparées à celles de Paris, prouvaient bien cette fois que 
la Terre était aplatie aux pôles, mais pas assez pour rentrer dans 
ses limites. Au contraire l aplatissement de Jupiter, observé par 
Cassini 1/ i 3 , cadrait parfaitement avec ces deux limites. 

Clairaul démontrait enfin une seconde formule fondamen¬ 
tale, qui donnait la variation de la pesanteur de l’équateur aux 
pôles et cela indépendamment de toute hypothèse sur la varia¬ 
tion des densités. La valeur de ^ à la surface devait dépendre 
uniquement de l’aplatissement superficiel, du rapport de l’attrac¬ 
tion à la force centrifuge, et du carré du sinus de la latitude. On 
pouvait donc eu déduire l’aplatissement et Clairaut montrait que, 
dans ce cas, les mesures du pendule donnaient des valeurs 
conformes à ces deux limites. 

^oiis verrons comment au xx* siècle on a pu déterminer des 
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limites beaucoup plus resserrées, égalemeuL indépendantes de la 
densité, ce qui a une importance fondamentale au point de vue 
théorique et pratique. 

Après Clairaut, d’Alembert établit une riou<^elle formule 
importante, qui permettait de déduire l’aplatissement de la Terre 
de la considération des moments d’inertie et des mesures purement 
astronomiques de la précession. Laplace démontre plus rigoureu¬ 
sement par lès fonctions sphériques que les surfaces de niveau 
dowent être ellipsoïdales, et Legendre indique la correction à faire 
pour calculer la seconde approximation. 

5. Premiers résultats précis de la géodésie et du pendule. Bessel, 
Clarke, Faye. — On a vu que si les mesures de Laponie et du 
Pérou avaient pu vérifier ^aplatissement de la Terre, elles n’étaient 
pas assez précises pour vérifier les limites imposées par Clairaut, 
ce qui montre à quel point ces calculs théoriques étaient en avance 
sur les observations par leur précision même. Nous constaterons 
le même phénomène plus tard, pour d’autres limites. 

Il fallut attendre exactement un siècle pour arriver avec 
Bessel (i84i) à une détermination un peu sérieuse de l’aplatisse¬ 
ment de la Terre et qui cadrait avec les limites de Clairaut. II 
trouvait, pour l’inverse de cet aplatissement, un nombre voisin 
de 3 oo. Il faut remarquer, à ce sujet, que la précision des mesures 
ne pouvait lui donner que deux chiffres exacts, ce qui ne l’empêche 
pas d’en écrire 7, soit 299,1528. Ce qui nous fait sourire, carie 
troisième est certainement faux. Il est vrai qu’il j a quelques 
années les meilleurs calculateurs donnaient l’excentricité de la 
nouvelle planète Pluton avec six chilTres exacts, alors rpui le 
premier était très douteux. 

Les dimensions de la Terre étaient données de même avec 
9 chiffres exacts, soit pour le rayon équatorial 6877397,15 à un 
centimètre près. Les qiiatres premiers seuls sont à peu près exacts. 

Les mesures géodésiques s’étaient multipliées dans le monde 
au xix*" siècle. Vers la même époque (1880) Faye en France et 
Clarke en Angleterre utilisent ces matériaux pour déterminer la 
forme et les dimensions de la Terre et retrouvent à peu près les 
mêmes valeurs pour l’aplatissement, mais différentes de celle de 
Bessel, 292 et 298. 
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Faye établissait de plus, par la discussion sur la précision des 
mesures, que l’erreur probable ne pouvait pas dépasser une unité 
pour l’inverse de raplatissement, ni être supérieure par conséquent 
à 294. Il montrait en même tempSi que les mesures de la pesan¬ 
teur, basées sur la formule de Clairaut, pouvaient modifier de 6 
unités le dernier chiffre de l’inverse de l’aplatissement, si l’on 
tenait compte de la deuxième approximation. i 

6. La limite de Poincaré. Nouveaux désaccords. — Ces nou¬ 
veaux nombres furent adoptés unanimement par les astronomes et 
les géodésiens. Mais, peu d’années après, Radau par une heureuse 
transformation, ramène l’équation de Clairaut à une équation 
différentielle du premier ordre, l’introduit dans la formule de 
d’Alembert et en déduit un aplatissement, dont l’inverse'est voisin 
de 297, La précision et la valeur des mesures précédentes étaient 
remises en question. 

En 1889, Henri Poincaré reprenait la question et montrait que 
cette valeur 297 était une limite inférieure complètement indé¬ 
pendante de la répartition des densités à l’intérieur de la Terre, 
comme les deux limites de Clairaut. De plus, ce nombre se dédui¬ 
sait mathématiquement des seules mesures du coefficient de pré¬ 
cession et du rapport de la forc(‘ eentrifuge à raltraction, qui 
étaient connus avec au moins quatre chiffres exacts. La limite de 
l’inverse de l’aplatissoinent était déterminée, à une unité près, par 
des nombres donnés uniquement par les mesures du pendule et 
les mesures astronomiques. Les résultats des géodésiens étaient 
condamnés par ceux des astronomes (U des mathématiciens. 

7. Nouveaux travaux géodésiques. Helmert, Hayford. L'isos- 
tasie. - Devant ces résultats, les géodésieris se voient obligés de 
reprendre, sur de nouv(dles bases, la criticjue scientifique de leurs 
mesures. 

On avait d’abord corrig('‘ la inesur(‘ de la pesanteur en cliaqu(‘ 
point, d’après la densité du sous-sol, correction de Bouguer, mais 
baye cl Pratt avaient fait remarquer dans la suite, que l’on obtenait 
des résultats plus concordants en négligeant cette correction et ils 
expliquaient ce fait par l’hypothèse de la compensation^ d’après 
laquelle I écorce lei’restre serait, plus dense sons les océans que 
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s&ks de sorte que les poids des couches superficielles 

J seraient les mêmes et que les attractions s’y compenseraient. 

Helmert, directeur du service géodésique de Berlin, par une 
hypothèse analogue, fait la condensation de toute la masse super¬ 
ficielle, sur une couche située à environ loo’'™ au-dessous de la 
surface (1900). Les mesures géodésiques sont rendues encore plus 
concordantes et 11 trouve bien 297 pour l’inverse de l’aplatisse- 
ment. 

tin peu plus tard (1909) Hayford, en Angleterre, applique 
1 hypothèse de 1 isostasie due à Airy, pratiquement la même que 
les précédentes, d’après laquelle les morceaux delà mosaïque, que 
forme l’écorce terrestre, doivent exercer la même pression sur la 
couche fluide sous-jacente, en équilibre hydrostatique. Les calculs 
faits d après cette hypothèse lui donnent également le nombre 
exigé par la limite de Poincaré. 

Callandreau (1889) reprend le problème deClairaut en seconde 
approximation et Darwin l’applique à la limite de Poincaré, qui 
n’en est guère modifiée. Puis Darwin et Helmert (1900) calculent 
également la correction à apporter à la formule de Clairaut en 
seconde approximation. Helmert l’applique aux observations du 
pendule et en déduit le nombre 298, peu différent des précédents. 


récents. La seconde limite de l’aplatissement. - 
A. ^Hamy,ï dans sa thèse (1888) avait démontré qu’une masse 
hétérogène, en rotation uniforme, ne pouvait pas prendre une 
forme rigoureusement ellipsoïdale et il avait étudié les lois de 
vitesses qui pouvaient donner des ellipsoïdes homofocaux. Il avait 
calculé pratiquement et numériquement la valeur de l’aplatisse¬ 
ment, pour plusieurs lois de densités, dans l’hypothèse d’une Tenv 
composée de trois couches et retrouvé la limite de Poincaré 20-. 

ai repris le même problème dans ma lhèse(i9i2) (/oumaf j.- 
Mathématiques pures et appliquées) en considérant une varia¬ 
tion continue des couches d’égale densité, et en étudiant d’une 
façon complète la variation de l’aplatissement avec la variation de 
la vitesse de rotation, comme cela avait été fait pour une masse 
omogene. Mais surtout je m’étais proposé d’étudier toutes les 
ifférentes hypothèses, capables de faire variei l’aplatissement 
donné, soit par la précession, soit par le pendule. 
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J ai d^abc rd é tab li une seconde limite de Paplatissemen t j (jçii 
dôme une valeur très voisine descelle de Poincaré, et éçalmaent 
indépendante de toute loi des densités^ à Tiniérieur de la Terre- 
L’écart théorique possible entre les deux valeurs de l’inverse de 
l’aplatissetnent ne dépasse pas o ,3 (297,10 et 297,40). Les 20 
calculs numériques, faits avec toutes les lois de deusilés connues, 
donnent même 25 nombres identiques à o,o 5 près, L’aplatissemeni 
est déterminé pratiquement avec 4 chiffres exacts. J’ai déterl^iné 
enfin les deux limites en seconde approximation, jusqu’ait 
cinquième chiffre, montré que la troisième approximation, et les 
autres^ n influeraient que sur le sixième chiffre. On a bien la 
valeur réelle avec quatre chiffres exacts. 

Cette valeur dépendait des hypothèses faites : Terre en équilibre 
hydrostatique, rotation en bloc. J’ai étudié aussi le cas d’une Terre 
solide, ou animée de vitesses variables à l’intérieur, et déterminé 
les modifications introduites dans l’aplatissement ou le coefficient 
de précession. Si la géodésie arrivait à déterminer l’inverse 4 e 
l aplatissement à une unité près, et en dehors des deux limites 
fixées, il faudrait admettre des rotations différentes, sur les diffé¬ 
rentes couches intérieures. 

9 . P. Appell, reprise du problème général. - - Paul Appell, en 
1914? par son cours sur la rolatioii d’uiie masse homogène, publié 
en attire de noiiveaii l’aUentioii sur la question et suscite de 

nouveaux travaux. 11 reprend et s’eflbrce de faire préciser les con¬ 
ditions hydrodynamiques de l’équilibre, la discrimination des 
mouvements possibles en dehors de l’équilibre relatif : mouvemeni 
à la Poinsot, inouvemenLs avec vil(‘sses différentes comme sur le 
Soleil et Jupiter, etc. 

En particulier dans le cas de vitesses de rotation variables, j’ai 
déterminé la condition pour que le champ des accélérations ne soit 
pas tourbillonnaire et que les couches d’égale densité restent des 
surfaces de niveau. 

On arrive à démontrer, en résumé, qui‘ les deux seuls mouve¬ 
ments possibles sont le mouvemeni i^elatif, avec rotation uniforme 
autour d’un axe fixe et le mouvement permanent, avec vitesses 
<lifïéreales sur cliaque parallèle, autour d’un axe également fixe. 

Dans les deux cas, les surfaces d(‘ niveau sont d(‘ révolution 
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aitfcoiïE & Faiïte. Dans le second cas, les vitesses de rotation doivent 
être les mêmes à la même distance de cet axe, quand il y a une 
fonction des accélérations ou quand les surfaces de niveaux coïn¬ 
cident avec les surfaces d^égale densité, 

Ges travaux et résultats forment robjet de la première partie^ 
de cet ouvrage. 

10 . Le problème de Pévolution et la cosmogonie. — Comme on 
Fa vu dans le premier fascicule de cet ouvrage, on avait pu déter¬ 
miner complètement l’évolution d’une masse homogène en rotation, 
quand la forme extérieure reste ellipsoïdale, et amorcer l’étude des 
figures de bifurcation. 

Si l’on accélère la rotation d’une masse homogène, dont la den¬ 
sité reste constante^ l’aplatissement croît avec la vitesse, puis à 
un certain moment la vitesse de rotation décroît alors que la masse 
continue à s’aplatir indéfiniment sous la forme d’un disque. A un 
certain moment la masse pouvait prendre la forme d’un ellipsoïde 
allongé à trois axes, qui alors s’allongeait indéfiniment, sous forme 
d’aiguille. 

Dans ce premier cas, il faut fournir une énergie, ou un moment 
de rotation «toujours ^plus grand, à la masse, pour que, la densité 
restant constante, le rayon s’étende indéfiniment. Une masse 
isolée, comme le Soleil elles planètes, qui évolue en se contractant, 
conserve toujours un moment de rotation constant. Laplace, qui 
avait fait ces remarques, et introduit ce nouveau paramètre, avait 
montré que, dans ce cas, l’aplatissement augmente indéfiniment 
avec la contraction, et la vitesse de rotation aussi. 

J’ai introduit, dans celte discussion, la considération du grand 
axe de l’ellipsoïde, comme variable, ce qui permet de .déterminer 
la grandeur de la figure, aussi bien que sa forme à chaque 
moment de l’évolution, comme à la limite du disque aplati 
(P. Appell, Mécanique rationnelle.^ t. 4 , n'* 23 bis). 

Le même problème se pose pour la masse hétérogène. Il so trouve 
simplifié du fait que cette masse doit rester de révolution. Il se 
trouve compliqué, du fait [que M. [Hamy a démontré, que les 
figures d’équilibre ne pouvaient pas être rigoureusement ellip¬ 
soïdales, dans le cas de l’équilibre relatif, rotation tout d’une pièce. 
Dans le cas de vitesses variables, Hamy avait étendu la première 
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discussioa ci-dessus, densité constante, à une masse feéléregène, 
dont les surfaces de niveau seraient homofocales, et retrouvé les 
mêmes résultats. Je l’avais reprise et étendue aux surfaces de 
niveau homothétiques, et montré que la figure d’une masse hété¬ 
rogène en rotation restait toujours comprise entre celles de deux 
masses homogènes de densité déterminée. L’évolution d’une masse 
hétérogène était rattachée à celle d’une masse homogène par deux 
limites étroites. 

J’avais démontré en outre, que, dans le cas des ellipsoïdes 
homogènes ou hétérogènes, la force centrifuge ne pouvait jamais 
égaler l’attractien, avec la même vitesse de rotation dans toute la 
masse. Le dédoublement était donc impossible, par simple con¬ 
traction et accroissement de vitesse. On ne pouvait pas expliquer 
ainsi par fractionnement la formation des satellites ou des étoiles 
doubles. 

Depuis, ou a étendu au cas général la démonstration d’Hamy, 
sur l’impossibilité des figures rigoureusement ellipsoïdales. Le 
problème devenait plus compliqué. 

11. Les deux limites de Clairaut étendues au cas général. Solu¬ 
tion générale. — Clairaut avait iuoiilr('‘ (jiie. [loiir de faibles 
vitesses, l’aplatissenuml restait compris enlr(? ccilui de la même 
masse .sMppos('‘C homogeaie, (‘l c(;lni (h‘ la masse condensée com¬ 
plètement au centre;. On peut remarejuer ([u’il (ui sera de inêin(‘ 
pour toutes les vitesses et ([ue l’on aura ainsi deux figures limites : 
l’elli psoïde de iM^volulion, <;as de la masse homogéiu^, et figures 
de Roche^ cas do la niasse concentrée complètement. 

J’ai démontré de plus que les figures de Roche dilléront très peu 
(I un (‘Ilipsoide, j\ quelques centièmes près. Pratiquement la surface 
extérieur(‘ d’une masse» hétérogène ((uelcoii(|ue se confondra avec 
celle d’un (;llips()ïd(‘ à moins d’un Ci'uticjiu; près. On pourra 
toujours regarder les surfaces de niveau, comme ellipsoïdales, 
faire les calculs dans cette hypothèse siniple, ri conserver égale¬ 
ment les anciens calculs. 

(jomim; Cilairatil avait Li*aité le problémt; des faibles viteshes, (ui 
négligeant le carré de raplaliss(;ment, on peut de même Iraitm* 
celui des grandes vitess(;s (»l des grands aplatis,s(‘m(»nts, eu déve¬ 
loppant les formules en foru;liou du l’apport des a\(‘.s, (jui (;sl alors 
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très petit et négligeant leur carré. On l'etrouvo alors, comme pour 
le problème de Clairaiit, des surfaces rigoureusement ellipsoïdales. 

La figure d’une masse hétérogène est donc rigoureusement 
ellipsoïdale à ses deux limites, au voisinage de la sphère et du 
disque aplati, et s’en écarte très peu entre les deux. En tout cas 
elle n’offre jamais de points d’inflexion et ne se creuse pas^ donc 
ne se dédouble pas. La déformation des figures de bifurcation 
des ellipsoïdes homogènes, se traduit ici par un léger aplatisse¬ 
ment entre le pôle et l’équateur. On pourra donc lui applicjuer les 
mêmes calculs et les mêmes discussions que pour une mass(* 
homogène, résumés dans le numéro précédent et l’on obtiendra les 
mêmes résultats. La masse en se contraciani tendra vers la figure 
d’un disque aplati, dont on peut déterminer le rayon et la vitesse 
limite des différents points. 

Ces diflerents travaux formeront l’objet de la deuadènie parité 
de cet oiicrage. 

12. Application à la Terre et aux planètes. — C<^ sera l’objet de 
la troisième partie. On y trouvera les travaux indiqués dans les 
numéros précédents, depuis Clairaut, Poincaré, etc., le problème 
en seconde approximation et ses résultats, pour la détermination 
de l’aplatissement, La quatrième partie donne les calculs relatifs 
à la pesanteur en première et seconde approximation, ainsi que 
ceux relatifs aux difTôrenles lois sur la densité intérieure. 

L’application à Jupiter cl à Saturne, monire que la loi des den¬ 
sités de Roche est impuissante à expliquer leur aplatissemonl. Il 
faut pour l’expliquer admettre un véritable noyau central plus 
dense que les parties exlcrieures, introduire une loi des densités 
qui possède un point d’inflexion. On retrouvera une pareille loi on 
les supposant gazeux. 

On verra que les particules de Panneau de Saturne n’ont pu se 
détacher que s’ils avaient une vitesse considérablement plus grande 
que le reste de la masse, comme un satellite ou une grosse comèie, 
qui seraient tombés dans son atmosphère. 

L’extension des calculs de précession au cas général nous mon¬ 
trera que l’action perturbatrice de la Lune et du Soleil introduit 
une force tangenlielle de surface, qui comprime ou distend alter¬ 
nativement les parallèles de 36®. On peut y voir une cause des 
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tremblements de Terre^ des charriages géologiques, du creuse¬ 
ment du fossé méditerranéen, etc. 

Cette étude montre également que la précession agit plus forte¬ 
ment sur l’écorce plus aplatie que sur le noyau. Il doit donc ^ 
avoir de ce fait un déplacement du pôle à la surface, qui a pu èlrti 
considérable au cours des périodes géologiques et peut expliquer 
les traces de glaciers, aux périodes anciennes, jusque sons l’équa¬ 
teur. 

En reinoutaut dans l’évolution d’une masse hétérogène, de plus 
en plus dilatée, se pose le problème de savoir c(->mment ces masses, 
qui arrivent, en se dilatant, à se confondre^ dans une nébuleuse 
universelle, ont pu se séparer les unes des autres, se condenser, 
acquérir leur moment de rotation. C’est également un problème d<‘ 
mécanique céleste, que les lois de la mécanique permettent égale¬ 
ment de l'ésoudro. C’est ce problème, posé par Laplacc, que 
Poincaré a préclvSé et déblayé, en le rendant vraiment scientifique 
dans ses Leçons sur les hypothèses cosmogoniques^ qui forme 
l’objet de Constitution etévohilion de VUnivers (Alex, Véronnet, 
(‘hez Doin, 1926). Ce sera le sujet d’un troisièuu^ fas(‘i(mle. 
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CHAPITRE II. 

KQLIATION FONDAMENTALE D’HYDRODYNAMIQUE. 
DISCUSSION GÉNÉRALE. 


13 . Les conditions du problème. - Nous considérons une masse 
llnide quelconque, soumise à des forces quelconques <0 à des 
mouvements ([uelconques. Nous sup[)o.sons le fluide par J ail ^ 
<‘ (*sl,-à-dire sans viscosité ni Irolleimml iiiLeriie entre ses parties. 

Dans le problème praticjue (pie nous (Miidierons, la masse sera 
soumise seubnnent à l’aUracliou mutuelle de ses parties suivant 
la loi de Newton. Mais, dans celle premi(n’(î partie, nous suppose¬ 
rons aussi les forces exl(‘rieures <pieleonques pour conserver lout(‘ 
sa généralité au probbune. 

Les particules seront encore soumises aux forces intcrieunvs du 
Iluide, (pii s(^ nkluisent à la poussée, due à la variation de pression, 
comme il a élé établi dans le tome 3 de c.o Traite de Méeanupie 
ra tionneXle. 

Nous supposons (mfin l(‘s mouvements (pielconques. Il s’intro¬ 
duira une force conlrifuge et une force cenlrifnge composée eu 
chaque point. Nous rechercherons ceux de ces mouvements, pour 
lesquels toutes c(^s forces se feront équilibre en chaque point, c’est- 
à-dire les mouviommts rpii soroni produils ou entreKums par C(*s 
seules forces. 
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14, Éciuation de l’équilibre hydrodynamique. — Considérons 
un élément de volume de densité p de masse dm pdx. Soit F 
riiiLensitédu champ de forces au point considéré, forces extérieures 
et forces d’inertie, la force qui agit sur l’élément dm eu dx sera, 
en grandeur et en direction, F étant un vecteiii*, 
m ) Fdm^oFdx. 

D’autre part la poussée, due aux pressions internes, est mesurée 
par le gradient de la pression, ou la dérivée de la pression p par 
rapport au rayon vecteur r. C’est un vecteur, normal aux surfaces 
d’égale pression, dirigé vers les pressions croissantes, et que l’on 
peut écrire, en représentant par n la direction de celle norrnah* ei 
par dn la grandeur de ce déplacemenl normal, 






dr 7h ’ 


/i dp 


dp 

'dt 


dp dp 
dji dr 


En désignant par da la surface de l’élément dx^ laageiiKt à la 
surface /> et dn son épaisseur, la pression sur cet élémeni de sur¬ 
face pourra s’écrire, d’après ( 2 ), 

( ) - - n dp d'S = — dn d'7 -fT- •=. (/-r. 


U faut le signe -, car la poussée résulianle sur les doux faces 
de l’élément est dirigée vers les pressions décroissantes. Comim‘ 
l’élément doit être en équilibre sous l’action des deux forces (i ) 
et (3), on aura en tous les points du tluide l’équation vectorielit‘ 
fondamentale 


f O 


dr . dr^^' 


Soient X, Y, Z les composantes de la force résuliauie F(X, \ , 'Z) 
suivant trois axes quelconques, cette équation pourra s<‘ décom¬ 
poser en trois équations algébriques 


(■ ô I 


, Y V 


Nous appellerons équilibre hydrodynamique un étal de mou¬ 
vements quelconques, où cet équilibre interne est réalisé en chaque 
point. Pour toutes les formules de calcul vectoriel contenues dans 
ce chapitre on consultera Alkx Vïî;RONNF/r, Le Cdlcnl lu'ctorie/. 
Cours d^ Algèbre (chez Gauthier-Viilars ). 
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15. Première condition d’équilibre. - Applications, — Sup¬ 
posons qu’en un point, où l’équilibre est réalisé, d’après (4) pour 
une densité p, se trouve une particule de densité différente p'. 
Alors on voit d’après (j) que la force F dm qui a^it sur la par¬ 
ticule p' est difTérento de ^ * Il ne peut donc pas y avoir équilibre 

inlerno pour celle particule qui va se déplacer jusqu’à ce qu’elle 
n‘lrouYe les conditions (4), qui seront les mêmes pour tontes les 
j»articules de même densité. 

On voit que si l’on a p' .■> p, la seconde particule p' va suivre les 
li{^nes de forces dans le s(ms des forces croissantes, qui est le 
même que celui des pressions croissantes, et par conséquent le 
inêfue que celui des densités croissantes dans l’état d’équilibre. 

Les particules d’égale densité devront donc se répartir eu cou¬ 
ches égale densité^ qui seront toutes emboîtées les unes dans 

les antres, où le gradient^ et la force F varient d’une façon 

continue, en conservant la même direction et la même intensité 
relative mesurée par p. (]es couches d’égale densité ne peuvent 
pas se couper, autremont on devrait avoir une densité égale à 
celle des dénis couches sur la ligne d’intersection, ce qui est 
iui[)ossil)b‘. 

l/('‘(|ualiou d(‘ condition ii) (:ons(n'V(‘ra <lonc les couches d’ogal(‘ 
<l(‘nsité, (‘t l(‘s mouvements divs |)arlicul(*s m^ pourront se faire, 
dans l’état d’équilihr(‘ h\(lrodynami(pi(‘, (|U(‘ sur ces <‘ou(dies 
d'(*gal(‘ (bmsilé. 

[ppUcations, ~ (cjusidérons, par exem[)le, un liquide de den¬ 
sité p, soumis seulennml à um,^ vitessi^ de rotation ra. Désignons 
par U. le vecteur, cpii nn^sure en direction et grandeur la distance 
(i'un<‘ |)articule à Taxe <l(‘ lotalion, l’écpiation (4 ) se réduit à 

< (> I -f- ™ p(.>- //. 

tir 

La poussée, nulle sin* l’axe, croît proportionnelbmienl à la dis¬ 
tance à ra\(‘. Le liquide aspiré sur l’axe de rotation sera refoulé 
à la périphéri(‘. C’est le |)rincipe des pompes centrifuges. 

Si dans le liquide de densité p, se trouvent des particules de 
densité diHércntes, les particules plus lonrdcvs s<n‘ont riqiousséos 
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à la périphérie, comme dans les centrifugeuses, les particules plus 
légères seront attirées vers l’axe, comme dans les écrémeuses. 


16. Les surfaces de niveau coïncident toujours avec les surfaces 
d’égale pression. — On distinguera donc dans le milieu les sur¬ 
faces d’égale densité p, les surfaces d’égale pression On appelle 
aussi surfaces de niveau, les surfaces qui sont partout normales 
aux lignes de force, c’est-à-dire au vecteur F. Elles so confondent 
avec les surfaces d’égale pression. 

En effet, la force F d’après (4) est par tout parallèle au gradient 

qui est lui-même normal aux surfaces d’égale pression. II en 


est donc de même de F. 

D’ailleurs, considérons un déplacement élémentaire quelconque 
6 ?r, autour d’un point du fluide où l’équation (4) est vérifiée, et 
multiplions cette équation (4) par le vecteur élémentaire <lr 
( prodU It algébrlque), on aura, 


(7) 


dp = P F r /y. 





Supposons muiulenant que ce déplaceinenl ail lieu siii* une sur¬ 
face d’égale pression, nous aurons alors dp :: o et par cousé(|U(‘nt 
F dr = O, Or, F rfr est le produit algébriqiu^ des deux veclenrs 
F et di’^ comme il est nul, les deux vecteurs sont pcu'peudiculaires 
l’iiu sur l’autre. Le second dr étant situé sur la surfacu^ d’égali^ 
pression, F esl perpendiculaire à ces surfaces. 


17. La force résultante dérive d’un potentiel, ou bien est 
normale à son rotationnel ou tourbillon. — La formule (n) (vsi 
générale quel que soit le déplacement dr. Or dp étant uii(‘ dilî’(‘- 
rentielle exacte, le second membre doit être égaleuuml une diflV'- 
renlielle exacte et P doit jouer le rôle de facteur intégrant. Pour 
cela, il faut et il suffit que le produit algébrique du vecteur F par 
son rotationnel, ou curl, soit nul. Le rotationnel n’est pas au lia' 
chose que la dérivée vectorielle de F par raf^pori au l'a von \e(‘.- 

leur /'. il s écrit —-—? r\ I on aura 
dr 


( (S 





d ,l' 
dr 




V \V = O, 
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Le signe de multiplication x indique le produit i>r.etoriel et la 
dèrwèe vectorielle ou curl. 

CefcUi (équation vectorielle .s^'mrit algébriquement. 


'<L 


\ 


(O'I 




vil- ' 

à Z } 

■4- Y 

àz) 


-H Z 



ày ) - 


Les pareiillièses sont les composantes du rotationnel W. 

L’équation (8) a deux solutions. Ou bien le rotationnel est nul, 
les parenthèses de (()) sont nulles r\ F d('‘rl\e d’inu^ fonction de 
forces V. On a alors 

X d\ .. ,, , d\ , 

{ lo) L ” j>ra(t V , l dr n= dr d\ , 

dr dr 

C’est 1(‘ cas le plus coiniuun. 

Dans le cas contraire, le rotationnel W doit être partout pei*- 
pendiciilaire à F pour que le produit algébrique des deux vecteurs 
F et W soit nul, et la densité p joue le rôle d’un facteur intégrant. 
(]’est l’équation (8) qui doit ê(re vérifiée. 

Si le champ de forces ne vérifie pas cette condition, il n’y a pas 
d’équilibre possible. Il se produit m'^cessaii’emmil des muuvcnnents 
lourbillonnaires. 


18. La force dérive d’un potentiel. Vlors bis suriaces d’égale 
(Uiiisllii (0 d’égah' |)r(‘ssion coïncident aveii l(‘s surfaces équipoleu- 
tlell(‘s (‘t ré(ilpro((u(‘men(. bji ell^il, on a aloivs, (*n désignant par (J 
ve puhiiiliel, 

( H) )' I'' dr d\ », d/) - o d\ '. 

( b‘lle (î(jual.ioii uionlia* (jiie si l’on se. déj)lacc sur uiu* surface <-qiil- 
polenl oiï {I coiisl., on a </l I : o (•! par conséquent dp : ; o 
t‘l la |)r(issloii resUi constante. L(‘s surfaces éf[ui|>olentlcIles h(‘ 
c(>nfond(‘nt donc av(‘c les surfaciis d’égale pr(*ssion. D’ailleurs, dans 
< ('as, les surfac(‘s (iquijxiteuliiilles u(i sout pas autre chose (jue 

l<‘s surfac(*s de nlv(‘îin définies ci-dessus. D’après le 1(>. elles s(‘ 
(‘oiirombmt l)l(‘n a\(îc l(‘s suidacos d’égale pi'(issjon. 

( )m p(int doue (ixprliner/^ <‘n fonction d(i l) el ré(‘lj)ro(|inuuenl. 
Par cuiis('‘(|ii(‘nl, la (bmsiU* p s’(‘\prim(‘ aussi eu ioucllon unirpie- 
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monl de p ou de U 

P = =./ ^ J ( P ) 

Sur les surfaces d’égale pression on a dp - - o (‘t alors <'/p =: <>. 
Les surfaces d’égale densité se confondent donc; avec les surfaces 
d’égale pression elles surfaces éc[iiipotenUelles. 


19. La densité est constante, ou fonction de la seule pression, 
alors la force doit dériver d’un potentiel. - L’on a en effet 
P const. ou P r-y*on peut écrire 


{111 



i dp ^ l' dr ^ dl 

O 


Ainsi F di' doit être une différenUelle exacte, donc dérive d’un 
potentiel U. Ce potentiel des forc(‘s L1 ne diHcre (jue par' une 
corislanlo, du potentiel des pressions P, d’après (ii). On dira 
qu’il y a un potentiel des pressions, ou une fonolion dos pressions. 

On voit que les surfaces P constant coïncident avec les surfaces 
équipotenüelles U constant et par couséqueni av(‘(‘ l(\s surfaces 
d’égale densité et d’égale pression. 

Dans le cas d’une force ne dérivant pas d’un potentiel, il n’y a 
donc aucune forme possible d’équilibre pour une masse homogène. 
Il se formera nécessairement des mouvements tourbillonnaires. 


20. Les surfaces d’égale pression et d’égale densité coïncident. 
— La force dérive alors d’une fonction U. C’est le problème pra¬ 
tique qui se posera ici. On envisagera plus spécialement la masse 
hétérogène comme formée de couches d’égale densité, cette den¬ 
sité étant constante et indépendante de la pression, comme dans 
un liquide incompressible. La température sera regardéi? comin(‘ 
uniforme. On se donnera la loi de variation des densités sur ces 
différentes couches et l’on fera coïncider ces surfaces avec celles 
d’égale pression, en écrivant que la résultante des forces est par¬ 
tout normale à ces surfaces p const. 

Soit f (x^ y, Z, <x) ■= O l’équation générale de ces surfaces, 
chacune d’elles étant définie par une valeur particulière du para¬ 
mètre a. On pourra exprimer la densité p et la pression p sur 
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cKacnne de ees surfaces en fonction du paramètre ^ 

En éliminant a on pourrait donc exprimer p en fonction de />. 
La densité p, quoique indépendante de/?, peut, dans la masse consi¬ 
dérée, s’écrire comme fonction de la seule pression et d’après le 
numéro précédent la force doit également dériver d’un potentiel. 

ti. La fore© ne dérive pas d’un potentiel. — Les surfaces 
d’égalo densité p et d’égale pression p ne peuvent pas coïncider, et 
réciproquement. La densité p ne peut pas s’exprimer en fonction de 
la seule pression et réciproquement. Cela découle des démonstra¬ 
tions précédentes. Alors, pour qu’il y ait équilibre, la force doii 
être partout normale à son tourbillon. 

En résumé^ dans le cas d’équilibre d’un fluide, l’existence 
du potentiel des forces ü entraîne celle du potentiel des pres¬ 
sions P et la coïncidence des trois surfaces p, /?, U constants, et 
réciproquement. Nous aurons donc deux cas bien distincts suivant 
que le champ de forces sera tourhillonnaire ou non. 

^2. Cas de la température. - Pour au Iluide en général elle esi 
(l(‘termiii(M‘ on fonction de la densité (O d<‘ la pi‘(cssiou par l’équa- 
tioii ciiriuuéristiqiK^ du fluide p^ 1 ) Dans le cas d’un ga/ 

()arrîiil, par o\oinj)le. ou a 

pv ~ U'I'. p\i. — H p I . 

oiï O (îst !(', voliiine, moléculaire, p le poids moléculainî, K la cous- 
(autiî (l(‘s gaz, r la temj)ératur(! absolue. 

Si les surfaces d’égab^ densité et d’égale pression coïncident, il 
(ui (‘st d(^ uièuK* des surfaca^s isoth(‘rmos T;- :const., car d’après 
ré([uati()a caract('risliqu(‘, p et p ayani la mémo valeur sui’ <'es 
surfaces, il eu est de même de 

Si les sm*fa(æs p et p constants ne coïncident pas, elles se coupent 
suivant une courbe où p et p sont constants, et par conséquent T 
aussi, fais h'ois familhis de surlVuîes se coupent suivant les mêmes 

('oiirlx^s. 


Introduction de Taccélération cinétique. 


Si le fluide 
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n’est pas au repos, chaque molécule dont la irajectoire est limitée 
sur la surface d’égale densité, et non l'ectilignc et uniforme, subit 
une accélération J, due à la force réelle F et à la pression p, définie 
par les équations hydrodynamiques (4) ou (5). On dira qu’il y a 
équilibre hydrodynamique si l’accélération J obéit précisément à 
ces relations. Cette expression s’appliquera plus spécialement au 
mouvement permanent stationnaire. Les équations générales hydro¬ 
dynamiques s’écrironl, en explicitant cette accélération cinétique 

( lo. ) i ÿ = F — .1, ( F — J ) dr, J = 1 : • 

P rfr (it- 

Les surfaces de niveau sont celles qui sont normales à la for<‘e 
résultante F — J. Elles coïncident avec les surfaces d’égale pression 
d'après le 16. Elles se confondent avec les surfaces équlpoten- 
lielles, si F-"J ou si F et .1 dérivent d’un potentiel d’après 
le d"18. 


24. Il y a im potentiel des pressions ou une fonction des près- * 
sions. — Alors la densité est constante, ou fond ion de la souh* 
pression, ou les surfaces de densité constante et de pression cons¬ 
tante coïncident, d’après le n‘’ 21, résumé. 11 s’ensuit que F J 
dérive d’une fonction U ou d’un potentiel. Dans ce cas les sur¬ 
faces p, p, P, U, qui passent au rriêine ^point i\ (*oïiicidenl et les 
réciproques sont vraies. 

On a alors les relations 


(FF) 


i dp ^ d\. 

P dT' dr ’ 


{Ip — P ^-/t' — O dW 


Pour que la force résultante F — J dérive d’uu polentieh il faut 
et il suffit que son rotationnel soit nul. On a la condition 


{x4 ) 


X ( F J ) _ ^ d :■< J 

dr ’ dr dr 


Le rotationnel OU le tourbillon de la force réelle doit être, en chaque 
point, égal à celui de l’accélération cinétique J. 

Si la force F dérive d’une fonction potentiel V, son rotationnel 
est nul. Il en est de même de celui de J et l’accélération J dérive 
également dhin potentiel Q. On dit alors qu’il y a un potentiel des 
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cK'cèlèrations ^ on une fonction des accélérations . On a 

(i:>) |.' = "j' , _ J = i fip = ,/p = dy -H dO. 

(ir dr p ^ ^ 

P ^ I = V -H Q -H const. 

Réciproquement sHl y a une fonction des accélérations Q, il y 
aura également une fonction des forces V et Ton aura les mêmes 
relations (i5). S41 y a à la fois une fonction des forces V et une 
fonction des accélérations Q, il \ aura une fonction des pres¬ 
sions P. 


Il n’y a pas de potentiel des pressions. - Les surfaces de 
densité constante ne peuvent pas coïncider avec celles à pression 
constante. Il faut alors que la force résultante F —J! soit partout 
normale à son tourbillon ou rotationnel, qui n^est pas nul, puisque 
la foi'ce ne dérive pas d’un potentiel. La condition s’écrit 

.. ./ d d X J \ 

-T/-) ="• 


S’il y a une fonction des accélérations Q, sans qu’il a ait une 
fonction des foiv'es ou des pressions, le rotationnel de J est ind 
(‘I ( \ i) ) s’écrit 


( 17 I 




I dp d I-' 

O dr dr " 


l.e l•otalloun(d de la force b'doit être, en (diaque point normal, au 
gradient d(‘s pressions qui (‘st précisément normal à la surfac(‘ 
P - const. ([ui passe en ce poinl. I^e rotationnel de la force doit 
donc étr(‘ (‘u (diaque point langent à la surPice d’égal(‘ pression. 
L’é(pialion s’écrii'ait d’ailleurs dans (a* cas 


d<^ ,, I dp , d y b </X / i dp\ 

dr P dr ’ dr dr \ p dr j 


l(‘ rotationnel d’un gradient 


d^} 

dr 


^ (^st toujours nul. 


Fn multipliant la seconde expression par ^ le second mombn^ 
serrait nul, comme triple produit contenant deux vecteurs égaux. 
On relrouv(‘rail la seconde équation ( 17 ). 



CHmiRE 111. 
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26. Exposé du problème et résultats. Nous supposons dans lo 
problème envisagé ici une masse hétérogène isolée. Nous suppo¬ 
serons en premier lieu qu’elle se déplace en bloc comme un corps 
solide. Les distances relatives de toutes les molécules restent alors 
les mêmes. La forme et la dispo.sition intérieure de toutes les 
couches d’égale densité restent les inême.s. Nous pouvons donc lier 
à la masse un système d’axes mobiles, qui seront enlraînés avec 
elle. La vitesse relative de chaque molécule par rapport à ces axes 
mobiles est nulle à chaque instant. II y a équilibre relatif. 

Le mouvement le plus général de la masse est le même que 
celui du système d’axes. Il se ramène à une translation et une rota¬ 
tion. La translation est la même que celle du centre do gravité, 
c’est-à-dire un mouvement rectiligne et uniforme. Il n’introduit 
pas d’accélération nouvelle. On peut supposer cette vitesse nulle. 

Le mouvement le plus général de la masse Huide autour de sou 
centre de gravité sera donc régi par les équations d’Eulei-, 
comme pour un corps solide. Ce serait un mouvement à la Loiiisot, 
la masse étant considérée commo'. isolée' et les forces ext<'‘rienr(^s 
étant nulles ou négligeables. 

Mais ici les équations de l’équilibre des Huides introduisent des 
conditions nouvelles. Nous allons voir que ce mouvement se réduit 
à une rotation constante en grandeur et eu direction autour d’un 
axe fixe et que cet axe fixe doit être un des axes principaux 
d’inertie de notre masse invariable, assimilée à un corps solide'. 
Celte démonstration est due à H. Poincaré, {Figures équilibre. 
Chap. II), dans le cas d’une masse homogène. Elle a été reprise 
par P. { Traité de Mécanique rationnelle^ t. i, r''' fa.se.. 
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U" IG, el éieadu ensuite au cas de la masse hétérogène { 6’. jft. Âc. 
Sc. et Acta mathematica). 

On verra ensuite que les surfaces de niveau et d’égale densité 
sont de révolution et syinélriques par rapport au plan équatorial. 
On étudiera les relations générales qui définissent ces surfaces. 


î27. Équation générale de l’équilibre relatif. - La vitesse en 
chaque point, dans le mouvement relatif, est due uniquement à 
une vitesse de rotation iv, qui est la même à chaque instant, pour 
lout les points, en grandeur et en direction. La direcliou de ce 
vecteur définit celle de l’axe de rotation, qui peut varier avec h* 
(emps. dans le cas général. On aura 


Le \ecteur vitesse e est défini en chaque point par le prodiiii 
vectoriel de tv et du rayon vecteur r du point. 

Ij’accélératlori cinétique d’entraînement de cliaque point sera 
donnée par 

dv , 

( •> ) a ^ -r U’ > /* <e < t‘ — iv /• f i * /•!. 

at 


l^e hocoiid term(‘ (‘sl l’accélération cenlriluge. 

L’é(|uall()U général(‘ de ré([iiilll)r(‘ hvdi*odyiiaml(|m», ('ihap. Il, 
II" 23, s'écrira 

■I ‘ i; II' 

(il r r (r r iv ■ \ \v - /* ). 

P 

IJ’après une règle du produit v(‘clori(‘i de trois viuMeurs l’accé- 
lèu'alion eimlrifuge piuil s’écriri* 

( I ' ir ■ ( H' /■ » - (17’.tr u’-./f. (17* />,r -+- (/y -f- .y3, 

où iv/‘ esl le produit algébrique des doux vecteurs \v(p^ (p s) et 
/•( :r, y, z '). 


28. Cas d’une masse soumise à la gravitation. Dans ce cas 
la foretî y dérive d’un polontiel V. Il en est de niénic d’ailleurs lou- 
jours de raccélération centrifuge, on a 


( » ) 


h' 


-rad V --- 


d\ 

dr ’ 


i d 
dr 


( iv ■ r y. 


((• - ( ir r I 
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Comme tv' x r dans (3) ne dérive pas d’une fonction, il n’y a 
pas de fonction des pressions ni des accélérations. La force totale, 
second membre de ( 3 ) doit être normale à son rotationnel, ( 8 ), 
n'* 17 . 

Or le rotationnel des deux termes (5) est nul, car le rotationnel 
d’un gradient est toujours nul. Il ne reste que le rotationnel 
de iv'X r, qui est égal à 2 (v'. On a en effet, d’après la formule 
développée d’un produit vectoriel de trois vecteurs, 


dr 


(tv' x r) : 


dr 


d , dw' , d 

S7-* *'’ ~ *^ * ■” lîr 


= ‘i w 


t»/ •> KV'. 


En effet les dérivées de par rapport au rayon vecteur r, sont 
nulles, car doit rester le même pour tous les points, donc o’' 

également. Il reste le premier terme, où est la divergence du 

rayon vecteur, égale à 3, et le dernier terme, qui donne la dérivét^ 
de r dans la direction du vecteur qui est égale à ce ve(Ueur iv', 
d’où la valeur am'. 

D’après le 17 le produit vectoriel de ce rotationnel par le 
second membre de (3) doit être nul. On aura 

(0 ) tv'j F — iv' X. r — (<• X ( IV /• ) | — (v'f F — w - ( t-e - /■ ) | = 


Car le produit algébrique x r) (îst nul, comme conteiiaui 

deux vecteurs égaux. L’expression ci-dessus (*st le produit alg('‘" 
brique de w avec le vecteur contenu dans le crochet. Pour que h* 
produit soit nul il faut que les deux vecteurs soient nuis ou peï‘- 
pendicLilaires l’un sur l’autre. Or le crochet représente la résul¬ 
tante de la force de lu gravitation et de la force centrifuge, (jui ii(‘ 
peut pas être nulle ni normale partout an vecteur unique e'. 
puisque cette résultante est partout normale aux sNî*fa(‘(*s de 
niveau et d’égale pression. Donc 0 . 

Le vecteur vitesse de rotation doit être constant vn direction el 
grandeur. L’axe de rotation doit être Jlœe dans l’espace, il ne peut 
pas y avoir de mouvement à la Poinsot. (îomme pour un corps 
solide. 


29. La rotation se fait autour d’un des axes principaux d’inertie. 
Stabilité. — l^e mouvement de la masse se fait ici cornnn' celui 
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(.ruti corps solide. Il est donc défini par les équations d’Euler 

( 7 ) A-H ( G — B ) gr = Id. 

Or ici le moment des forces extérieures est nul, de même que 
et ses composantes p', y', r'. Ces équations se réduisent à 

i G ~ B) y/' = O, ( A — C)rp ~ (». ( H — A ) 

11 faut que deux dos composantes de la rotation soient nulles, pour 
vérifier ces trois équations. La rotation se réduit donc à une seule 
des composantes suivant l’un des axes. 

Pour un corps solide la rotation est stable si elle se fait autour 
du grand axe ou du petit axe. Elle est instable autour de l’axe 
moyen. Il en sera de même à plus forte raison pour un fluide. La 
rotation ne pourra donc avoir lieu qu’autour du grand ou du petit 
axe de l’ellipsoïde d’inertie. 

Nous verrons que la figure doit être de révolution. La rotation 
devra se faire autour de l’axe de révolution, qui sera le petit axe 
de figure, car la force centrifuge allongera la masse perpendicu¬ 
lairement à cet axe. 


dO. Équation réduite de l’équilibre relatif. Eu désignant 
par U le rayon vecteur d’un point quelconque par rapport à l’axe 
de rotation fixe, la force centrifuge pourra s’écrire où. (m) 

est la mesure de la vitesse algébriqiu‘. L’équation vectorielle (d) 
(le l’équilibre relatif devient 


< «i 


1 dp 
û J dr 


dr 


-h (I)- If. 


Les deux termes du second membre dérivent d’une fonction. 11 
eu est de même du premier membre, qui dérive également d’une 
foncli<.)n IJ. En intégrant, on pourra écrire, à une constante près, 

^ * ( j V -f- - (o’* U‘‘ — -f- (). K- — X- -h . 


I.u second mcinbre de (8), résultante de l’attraction et de la fonMs 
centrifuffe est la pesanteur, mesurée par le vecteur g, 

^/tl 1 dp d\ 
dr P dr dr 


( 11 ) 1 


dp — P ,4' dr, 
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g dr est le produit algébrique des deux vecteurs g et di\ Le sens 
positif de dr est opposé à celui de g. En remplaçant dans ( 10 , 2 ), 
ces vecteurs par leurs valeurs algébriques, il faudra mettre le 
signe —. 

Eu prenant Taxe de rotation pour axe des 5 , Féquation vecto¬ 
rielle (8) donnera les trois équations algébriques 


(U) 


I àp 
P àa' 


àx 


-h (0-^*7, 


I ôp 

P ày à y 


-h CO - J ■ î 


1 ()p _ 

P ()z àz 


31. Les surfaces de niveau et d’égale densité doivent être de 
révolution. -Comme la force en chaque point dérive d’une fonc¬ 
tion des forces U, il y a également une foncüon des pressions P et 
les surfaces de niveau ou d’égale pression coïncident avec les 
surfaces d’égale densité, n^ 21 résumée 

Considérons l’intersection d’une siu'face d’égale densité ou de 
niveau U == Uo par une surface éqiüpoteiitielle V - ^ -- const. 

L’équation ( 9 ) donne pour tous les points de (ïelte intersection 

(i9.) Q = i tu- = [îfl — Vo == coiis(,, If - -- X- -f- K - — consl. 


(Jlette intersection est donc un cercle de rayon u normal à l’axe 
Les sections des surfaces d’égale densité et des surfaces éqnlpotcn- 
lielles sont donc toutes des cercles plans parallèles et perpendi¬ 
culaires à Taxe. Ces surfaces sont donc de révolution par rapport 
à l’axe de rotation Ox*. 

Si la densité est constante, on ne peut pas définir une courbe 
d’intersection de p et U et la démonstration est en défaut. On sait 
dans ce cas que les figures d’équilibre relatif peuvent être des 
ellipsoïdes à trois axes (voir Traité de Mécanique rationnelle, 
i. 4, i®** fasc.). 

Si l’on savait seulement qu’il y a une fonction des pressions P. 
cela entraînerait qu’il y a une fonction des forces U et le cas serait 
le même. 


32. Les surfaces sont symétriques par rapport au plan équato¬ 
rial moyen. — La première démonstration de ce théorème est due 
à Lichtenstein. 
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Quand la masse est à l'état de repos, elle prend la forme sphé¬ 
rique, qui est la seule figure d’équilibre (Liapounoff, Poincaré). 
Il y a alors symétrie par rapport à tous les plans et tous les axes 
passant par le centre de gravité. La rotation introduit le champ de 
forces centrifuges, normal à Taxe de rotation, le champ de forces 
conserve donc la symétrie par rapport à l’axe de rotation et les sur¬ 
faces sont de révolution par rapport à cet axe, comme on vient de 
le voir (Q. Il doit conserver aussi la symétrie par rapport au plan 
médian perpendiculaire à cet axe. Il n’y a aucune raison pour 
qu’il s’introduise une dissymétrie par rapporté ce plan. Les sur¬ 
faces symétriques par rapport à ce plan sont certainement une 
solution répondant aux conditions de l’équilibre. 

Or les surfaces d’égale densité, ou d’égale pression ü, ainsi qu(‘ 
les surfaces équipotentiellcs V, sont fermées et coupent deux fols 
l’axe de rotation. Toute surface cylindrique Q coupe donc deux 
fols ces surfaces. D’après l’équation précédente ( 12 ), l’intersection 
des deux surfaces Vq et Vq se fait les deux fois sur un cercle de 
même rayon u, 11 en est de même pour toutes ces surfaces et pour 
toutes leurs intersections. Tous les anneaux de même densité de 
ces intersections se situent de la même façon les uns par rapport 
aux autres, à droite et à gauche, parallèlement à l’axe de rotation 
et aussi norinahunenl à cet axe. La disposition relative de CQS 
inoiti(Vs de siirfac(is est dune identique à droite et à gauche. Tout 
j)lan normal à l’axe O. 2 :, aura un /)lan correspondant^ qui con- 
liendra les memes anneaux de même densité, eorrt^spondant aux 
mêmes surfaces d’intcirsection. 11 suffit de montrer que ces deux 
plans doivent ètr(î symétriques. 

Considérons alors la composante de réquatioii d’équilibre cor¬ 
respondant à l’axe de rotation (i i.3). Comme les surfaces sont de 
révoluliou, la pression p s’exprime en fonction de u et de z. En 
supposant le problème résolu, les surfaces d’égale densité connues, 
(jn pourra exprimer p et V eu fonction de z seul. Multiplions alors 
(M‘tle équation (i i,3) par dz et intégrons sur l’axe de rotation de 
zéro à la même couche de densité p. Désignons par z et z^ les deux 
limites, supposées différentes à droite et à gauche, on aura eu 


Dans l<i cas de la densité constante, il y avait une autre solutioji intro 
duite par le fait de l’indétermination des couches de densité constante. 



à\ , 
■àz 
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chaque point 

comme ou doit avoir la même pression jd sur tous les points corres¬ 
pondant à la même densité p, il faut y. Los couches doivent, 
être symétriques. 

33. La pesanteur. Formule de Poincaré. - La formule Neclo- 
nelle (lo) dérivée de nouveau par rapport au rayon vecteur /• 
donne 


(i3) 


AU = ^ 

dr - dTr 




dg' 

^ est la divergence de la pesanteur en chaque point, ^ est la 
divergence du gradient ^ de U, ou son laplacien AU, _ 

de même le AV égal à -4,r/p d’après l’équation de PoiLin. 

, , ,, 

on U, t et Yj étant 


cP\ 

et ~r— esl 


rfF divergence de u égale à a, en effet 


les directions des axes 0.r et O y, 
(l4) u = 


(lu 

dr 


()œ 

ôx 


'{y 

,)y 


== 


//■ — ;/•- -f- v~. 


Multiplions (i3) par le volume élémentaire dr et intégrons dans 
tout le volume intérieur à une surface do niveau S, on aura 


(i5) 


'dr^ / d't - 1 )i/ / f 

' V Jy 


(h. 


Les deux dernières intégrales donnent le volume T et la niasse M 
ren ermés dans la surface S. La formule de la divergence permet 
de transformer la première intégrale en une intégrale de surface, 
etendue a S, d’après (lo) [voir Alex Véronnet, Le Calcul vec¬ 
toriel, Cours æAlgèbre, Chap. 13 (chez Gauthier-Villars)] 

r d'^ ^ y r rfU r 
J., dr^- ~ j 77r = / é*- d^ = 2t.y-i T — i t: / M, 

c’est la formule de Poincaré. gdS est le produit algébrique des 
eux vecteurs g et dS, où la face positive de dS est définie par la 
normale extérieure. On a donc partout rfS < o et, en désignant 


(i6) 
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par D la densité moyenne dans S, 

(17) 'ax/D, M=I)T. 


En désignant par G la valeur positive moyenne de sur la sur¬ 
face S, de rayon moyen R, on aura 


(iS ) 


( <r/S = — (iS = 2 -/'D — O)- 

-s 

T = SR, * K = i.Tcfl) - 
î 2 n 


Ii4. La pesanteur. Formule de Bruns. - (Considérons la for¬ 
mule (i3) qui donne la divergence de la pesanteur Désignons 

par y la direction du vecteur de la pesanteur, où g désignera sa 
valeur numérique, on aura pour Texpression do cette divergence 




d?' 



d?' 


_ oYJL .h ±\ = 
dr dn \Ri Rs/ 


R* 


Le premier terme du second membre, dérivée de g dans la direction 
de y, normale à la surface de niveau S, s’écrit Dans le second 

lei’ine jy; est la divergence dcî (a^tUi normale y. ICii prenant coniiru* 
a\(îs, au point considéia'', celh* normales t;t h‘sd(îu\ direclions prin¬ 
cipales ///, /} on aura 

'/y __ à)'\ d'f., 1 I '2 

,/r ’■ ‘ ,ln ,h)i 'i)p li, ' H' 


Le [)rcmier Lernu;, variation d(î y suivant la normale (tst nul. Dans 
le second, ày^ représente l’angle de deux tangentes, ou de deux 
normales voisiiKis pour nu déplacement ôrn sur la surface. La 
d('‘rivée (‘st doruî égahi à la courbure, ou à l’inverse du rayon de 
(iourl)ure ll|. Le troisième terme est de même l’inverse de et 
W est le rayon d(i courhuriî moyen, d’où la formule ( 19 ). 

I^n remplaçant dans (i3), la divergence de la pesanteur par sa 
valeur ( 19 ), ou aura la formule de Bruns 


( •>() ) 


dfl 



■Xt)' ■ Itc/’ p = 2 6* A' -h \ - f rj. 


r, étant la ( ourbuia* movenm*. 
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3S. Équation de condition des surfaces de niveau. -- Les sur¬ 
faces de niveau peuvent s’écrire S = 9 (^, ou <p(r) en 

supposant chaque point de cette surface défini par son rayon vec¬ 
teur r(a 7 , y , z). Chaque valeur S, donnée à S définit l’une de ce.s 
surfaces, sur laquelle S ou !p(r) est constant. Ces surfaces ne 
peuvent pas se couper et s’emboîtent les unes dans les autres. 

^ oninie ces surfaces sont de révolution, la section méridienne peut 
être définie par un seul paramètre variable a par exemple 

— ?('’! of)- La famille des ellipsoïdes de révolution pourra 
S écrire 


(ai ) 


y- 


f! - 

c- ~ ^ ■ 


- — cr( -f- i ^ 


c représente le rayon polaire et définit la grandeur de la surface, 
^ carré du rapport des axes en définit la forme. 

Dans la formule générale ( 9 ) U est constant sur la même sur¬ 
lace de niveau, variable avec chacune de ces surfaces. Ce sera donc 
une fonction de S. Si l’on donne à S une valeur constante S,, on 
aura la valeur correspondante constante U,. Prenons le gradient 
de celle fonclion, on aura 


i'i'i ) 


U = f( s ), 


(Ir 


dj dS 

^ dS d'r * 


_ Prenons de nouveau la dérivée, par rapport au rayon vecteur, 
O esl-a-dire la divergence de ce gradient, nous aurons' 


I 


dr- 




dS - \ dr 


Le premier terme est le laplacien AU de ü, qui peut être remplacé 
par sa valeur (i3) en p et .oS avec AU<o. La fonclion /sera 
définie par une équation différentielle du second ordre. ' 

36. Relation entre la vitesse de rotation et l’équation des sur¬ 
aces de niveau et d’égale densité. - Si la surface extérieure et 
les surfaces de niveau sont supposées données par une relation 

composantes pourront 

s’écrire—/^— ^ ^S\ . ^ 

dr \âûc^ dz )' loi’ce doit être en chaque point nor- 

male à ces surfaces et ses composantes (n) doivent être pro- 
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portioniielles à celles de ^ • On peut supposer que les surfaces ne 

son! pas de révolution pour envisager le cas d’un astre perturba¬ 
teur. On a les relations 

( ü/j ) f X -h (0- œ):^ = ( Y -+- (o- k ) : == Z : ^ î 

àœ • à Y à Z 

on en tire, pour la valeur de la vitesse de rotation c*>, 

^ ^ __ X _ Z Y 

cc àx ()z X y à y * àz 

valeur qui doit être la même en chaque point de la masse. L’élimi¬ 
nation de co^ donne encore l’équation de condition entre X, Y, Z 
et les directions normales, équation qui doit être vérifiée de même, 
et qui est indépendante de la vitesse de rotation 

( V.6) ^ ^ 

\ X y ) ôz'^ X ôx y ày 

Etudions pur exemple, le cas où les surfaces de niveau sont ellip¬ 
soïdales. Elles le seront sensiblement si la vitesse de rotation w 
est faible. Soit l’équation de l’ellipsoïde passant par le point 
IV.^, y, z) et les composantes de sa normale 


ou aura 




./• 

a- 



j h- 

Z X 

Z Y 

X 

a - Z J' 

^ Jÿ^ Z y' 

X 

des surfa 

CCS de révolution, on 

X _ ^ 

(*i /j — a 

i 

ou 


X y 


- L 

X ()X ^ y () y 


( ies relations qui s’équivalent, remplacent l’équation de condition 
i‘t la vérifient identiquement. 


37. Mouvement relatif dans le cas général. Imposibilité du 
mouvement à la Poinsot. - Nous avons établi au n" 28 que, dans 
le cas d’une masse soumise à la gravitation, elle devait tourner 
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autour d’un axe iixe. Il en est encore de même quand la force F 
est quelconque, et ne dérive pas d’un potentiel. 

En effet l’ensemble des forces est toujours donné par le second 
membre de ( 3 ). Pour que dp soit une différentielle exacte, etque p 
joue le rôle de facteur intégrant, il faut que le produit algébrique 
de la résultante de ces forces par son rotationnel soit nul. Or le 
rotationnel de la force centrifuge est toujours nul, celui de r 
est encore a w', on obtient l’expression 


( ) 


(dx V 

\ dr 



(c'x r — ir X (' ic X /’ ) | = O. 


En effectuant le produit, on aurUj d’après les règles du pr'oduit 
algébrique de trois vecteurs, 


/,' / / f . d xC 1*^ , / d \ 

(P f (P >; /•)=:(), ( (P /♦ )-= (p' / /' >: - J— j 

et l’équation (28) s’écrira en metlanl iv’ eu facUMii* 


{29) 


' [j’- - « 


2. (C f iv X r ) -f- r >' 


d X l^ ] I 

7 /“ 1 ” ' 


(P >: («P /•) 


d ;.< 1^’ 

I dr ' ' 


Si la force F dérivait d’un potentiel, son rotationnel serait nul, le 
second terme également, on retrouverait (6). 

Le second membre de (29) est un produit algébrique d(^ deux 
vecteurs, dont nous représenterons la valeur par S. Le premier 
membre est également un produit algébrique de iv', composantes 
y, ç', avec le vecteur renfermé dans 1(‘ crochet, dont nous 
représenterons les composantes par P, Q, \\, l/équation (29) 
pourra s’écrire 


(3oj 


Pjo'-f- 0^'-^- H.ç'= S. 


Considérons l’équation des moments de rolationH- et des l‘or<;cs 
vives h de la masse. 


A p- -+■ H y- -4-05"=//, \ î jp-i _i_ B“ i i- .V- 11 

Ces quantités sont constantes, les dérivées par rapport au temps 
sont nulles, on obtient 

(3i) \ pp'B f/cf' i\ ss' = Oj A-jOjo'n-H" — O. 
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La formule ( 3 o) forme avec ( 3 i) un système d’équations linéaires , 
qui donne les composantes de l’accélération çv' de la 

vitesse de rotation, par 


(32) 



ïh 

D 


où D est le déterminant du système et Do, D^, ceux que l’on 
en déduit en remplaçant P, Q, R par S, 


(33) ^ ^ —B)-i-OACjD5(A—A)=o, 

I Di= SBGg'j((:~-B), D->=SAGjD5(A —G), 

Or, pour que l’équilibre relatif se conserve, il faut que 
<7^ s') soit le même pour tous les points, à chaque instant. Les rap¬ 
ports ( 32 ) doivent être constants dans toute la masse. Or les seuls 
éléments variables sont P, Q, R dans D et S dans D^, D., Djj. On 
doit avoir > 

(34) n ” S = cD, 

c (Uaiit une constante, pour tous les points à chaque instant, mais 
<[ui p(‘ut être fond ion du temps t. Celle relation, qui dépend de /’ 
(‘t /, ou do /, représente une surface déformable. La con¬ 

dition (2(j) iKi pcMit vérifiée que pour (^es points, et non pour 
la masse* totale. 

l-j équilibre relatif est alors impossible. Pour qu’il y ait une solu- 
lion, il faut que le système linéaire soit rendu homogène S — - o 
dans ( 3 o) etque son déterminant D soit nul. L’équation ( 29) donne 
alors les deux conditions 

( 3 ^ ) = Oj S ~ [ F — tr x ( ir • /• ) | o 

dr 

l.a vitesse de rotation iv doit être constanl.e en direction (*t (‘ii 
grandeur. La masse doit tourner autour d’un axe fixe. 

La force totale se réduit au crochet de (35,2) et cette équalion 
représente bien la condition générale, où la force totale doil. être 
normabi à son rotationnel. 

En représentant par V le vecteur, qui multiplie dans (29), 
f)ar V^ la valeur de sa projection sur iv' et par w' la grandeur de 

AIM‘KI.1.. IV (2). 


a 
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ce dernier vecteur, on peut écrire (29) sous la forme simple 

S 

(29') p/V = S, w'Vi=S, ÿ-= const. 

S : est une fonction du point r et du temps qui égalée à co^ 

constante pour toute la masse, et ne peut pas s’étendre à tous les 
points. 

La seule solution possible est ( 35 ) 0 et S o. 



CIIAPITRE IV. 

MOUVEMENT 1>ERMANENT. 


38 . Exposé du problème et réstütats. — Dans le cas du mouve¬ 
ment relatif, toute la masse se meut comme un corps solide. Dans 
le mouvement permanent, défini en hydrodynamique, les molécules 
peuvent avoir des vitesses difTërenlcs quelconques. Les vitesses et 
les accélérations sont astreintes seulement à reprendre les mêmes 
valeurs aux mêmes points. Les molécules suivent donc les mêmes 
trajectoires, qui forment des filets fluides ègoXemeni permanents, 
Comme les molécules de même densité sont astreintes à rester sur 
les mêmes surfaces d’égale densité (iV* lo), ces surfaces seront 
(‘iwîore des surfaces permanentes. Les (iilTérenl,s éléments, forces, 
|)rossions, 8urfa(‘es, traj(‘ctoîi*es, ne dépendent plus du temps. On 
a nu véritable régime stable, un véritable état d’équilibre. 

Le [problème, qui se pose ici, sera donc de définir, d’après les 
lois el formules du mouvement perinauent, la forme la plus 
générale de ces filets iluides et de ces surfaces, ainsi que les 
vitesses les plus générales., (jui seront compatibles avec l’équilibre 
liydrodynamique. Nous ne ferons qu’appliquer à ce problème les 
résulials exposés eu liydrodynamique dans le Tome III de ce 
Traité de MéGnniciue rationnelle de P. Appel!. 

39 . Expression de l’accélération en fonction de la vitesse. 
Équation d’Euler. — L’accélération a est la dérivée de la vitesse c par 
rapport au temps. Elle dépend du temps do deux façons : direcle- 
meut, accélération à l’instant el par la position de la particule 
considérée, en un point défini par l’extrémité de son rayon vec¬ 
teur accélération locale. On aura, comme pour le cas d’une 



36 FIGURES d’équilibre D’UNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

fonction de plusieurs variables, a, p, r étant des vecteurs, 


(I) 


d^r __ àv __ dî' d 

dP‘ ~ dt dt dr ^ dt ^ dr ^ <)t 


Le mouvement étant permanent, la vitesse en un point ne varie pas 
par rapport au temps et le dernier terme est nul, (’ti, étant 

dt' d 

les composantes de la vitesse p = et p étant le produit algé¬ 
brique des deux vecteurs p et on a 


(a) 



()v fh 

Pi -p~ H- p.. -H P:i ^ • 

()x dv dz 


L’équation générale d’hydrodynamique pourra s’écrire 


(3) 


^ P ^ ^ ç 

P dr ”” dr dt 


En écrivant les trois composantes de cette équation vectorielle, 
suivant les trois axes, nous aurons les trois équations d’Euler 


i dp ,, / du du 

^ dx \ dx dy 



du 

lu' 


S’il y a une fonction des accélérations Q, on pourra écrire 


(4) 


^ _ P I dp d() _ d-r 

dr dt P dr dr dt- 


40 . Expressions des accélérations en fonction du tourbillon. 
Équations d’Helmholtz. — Considérons le tourbillon W de la 
delà vitesse p, défini comme la moitié du rotationnel de la vitesse p, 
et formons le produit vectoriel de la vitesse par son rotationnel, on 
aura, d’après les formules du triple produit vectoriel, 


(5) 


aW 


d X V 


2 P X W = P X 


(Z x*p I dv^ d 

dr 2 dr dr 


Or p2, carré de la vitesse, est une fonction algébrique, et est le 
gradient de cette fonction, dont le rotationnel sera nul. 

En portant l’expression p—-p, tirée de ( 5 ), dans ( 3 ), l’équation 
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d’Euler s’écrira 

( 6 ) 


dp I 


àt 


S’il y a une fonction des accélérations Q, les deux derniers 
termes devront être également le gradient d’une fonction H, qui 
peut dépendre du temps t avec v. On aura 


(7) 


Ot dr 2 dr dr 


Eu multipliant par rfi-, et intégrant, on aura, pour tout le fluide, 
l’équation d’Helmholtz, 


(8) H = i p2-Q^-const. on H=U - V-i-const. 

2 


On aura cette dernière forme s’il y a à la fois une fonction des 
pressions P ou ü et une fonction des forces extérieures V. 

En transformant l’équation (6) on obtiendrait facilement l’équa¬ 
tion d Helmboltz, en fonction du tourbillon W^, sous la forme 

dt P P dr 


i^l. Champ irrotationnel des accélérations. - On pourrait con¬ 
sidérer le cas ou le Loiirbilloii des vitcss<is serait nul, W — o. 
\lors 1 accideralioii so réduirait au gradient de l’énergie cinétique 

' - 1 ’ ' é ’X 

d apres (0). Cette accélération dériverait donc d’un polen- 

Iiel, mais d un(î façon spéciale et rostriclivo. Il vaut mieux consi- 
deier le cas peneral^ ou l’accélération dérive d’une fonction Q. 
On sait qii’alors le rotationnel dos accélérations estnul. Le champ 
(l(‘s accedérations u’osL pas lourbillonnairej ou est un champ irrota- 
lionnel. Nous verrons que le niouveinent permanent se partage en 
dcxix cas bien distincts^ suivant que cette condition est, ou n’osL 
jias réalisée. 

Dans le problème pratique envisagé ici, les forces réellement 
«igissanles, altruclions mutuelles, dérivent d’un potentiel. Si la 
môme condition est réalisée pour les accélérations, ou les forces 
(1 inertie, on aura donc un champ de forces total irvotationnel. 
Dans Cl” cas il > aura iimî fonction des pressions P. les surfaces de 
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dans ce cas. 

Il ne faudra donc pas confondre le mouvemenlirrotalionnel, où 
il J a un potentiel des vitesses, où le tourbillon des vitesses est nul, 
et le champ irrotaiionnel des accélérations. Dans le premier cas, 
le champ des accélérations est également irrotaiionnel, mais la 
réciproque n’est pas vraie. 


42. Vitesse le long d’un filet fluide. Équation de Bernouilli. — 
Soit ds^\dr \ la longueur du déplacement élémentaire dr^ qui 

définit le vecteur vitesse, ^ sera la direction du déplacement sur 

la trajectoire d’une molécule. Si l’accélération a dérive d’une fonc¬ 
tion Q, on pourra écrire 

__ dr ^ d-r __ ûîQ dr d^r __ dr rfQ 

dt'" ^ dt- dr ’ ds dt- ds dr 


Dans la dernière équation, le premier membre est la dérivée du 
carré de la vitesse, le second est la dérivée de Q par rapport à i*, 


^ 11 ) 


iiL / V •— 

2 ds\dt ) ds 




En intégrant par rapport à 5, le long de la trajectoire, on obtient 
Véquation de Bernouilli 


* I2'l 



— Q _ const. 


La fonction H est constante tout le long d^une trajectoire, ou 
d’un filet fluide. 

Supposons que les forces dérivent d’un potentiel V, comme c’est 
le cas dans notre problème et multiplions la formule générale (6) 

<^5’ direction de la vitesse 0, Le terme x W s’annule, comme 

triple produit contenant deux vecteurs parallèles, et l’on obtient 
l'expression suivante, indépendante du tourbillon, 

i £?£ dfi _ d^ i dr dv~ dr àv 

9 ds dr " ds dr 2 'ds Hr ~~ ü àt* 

Celte expression donne les dérivées par rapport à .y et elle peut 
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s’écrire représentant la longueur du vecteur p 
^ P ds ds ds ‘i ds Pq 


Si le régime est permanent le dernier terme est nul, il reste 


(i4) 


I c/V X dp 

9. ds ds P ds 


Dans une masse hétérogène, comme celle que nous consi¬ 
dérerons ici, les trajectoires sont sur les surfaces d’égale den¬ 
sité. La densité p est constante le long de la trajectoire. On peut 
intégrer l’équation ci-dessus, qui donne, le long Æune trajectoire^ 


(i 5 ) 


1 pâ~ V -h ^ = const., V — — = Q. 

2 P ’ P 


Dans ce cas, il y a de plus une fonction des pressions P ou ü. La 
pression reste également constante sur les surfaces d’égale den¬ 
sité, et l’on a tout le long d’une trajectoire 

(16) ip-—V = const. 

C’est l’équation de Bernouilli simplifiée, dans notre cas, où la 
fonction Q (i 5 ) se réduit à V. 


4»{. Les vitesses des molécules sont constantes tout le long des 
trajectoires. — Dans le cas d’une fonction des accélérations Q, 
et dans le cas où la force dérive d’un potentiel V, cas du problème 

étudié, la forinulo (d) peut s’écrire — étant nul dans le mouve¬ 
ment permanent 


(ï7) 


I dp __ d \ 
P dr dr 


<'/Q __ c/V I f/p“ 
dr dr 2 dr 


W. 


IjC premier membre dérive d’une fonction U. 


I*’ Supposons d’abord que le tourbillon des vitesses W soit nul, 
tous les ternies sont des gradients, ou dérivées par rapport à En 
Intégrant, on obtiendra 

(18) u-=v-i<-’, 


1 (.i-V= U. 

2 
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Les trajectoires sont toutes sur les surfaces d’égale densité, qui 
coïncident, dans le cas d’une fonction Q, avec les surfaces d’égale 
pression, ou surface de niveau U. Sur ces surfaces, ü est constant, 
et la condition (i6) de Bernouilli -y est vérifiée partout. Les tra¬ 
jectoires restent indéterminées. II faut et il suffit que les autres 
conditions le soient aussi. 

Or il ne peut y avoir qu’une trajectoire, qu’un filet fluide, qui 
passe en chaque point, car il n’y a qu’une vitesse en un même 
point. En chaque point l’accélération de la vitesse est la résultanlo 
de la poussée de la pression et du gradient dos forces, fl suffira do 
vérifier la direction, où cette résultante donne la variation do 
vitesse voulue pour déterminer la direction de la trajectoire. 

Considérons l’intersection d’une surface, d’égale densité, avec 
une surface équipolentielle V. Le gradient du potentiel est nor¬ 
mal à la surface V constant, et à cette intersection. Le gradient de la 
pression “ est normal à la surface d’égale densité, donc aussi à 
cette intersection. La vitesse doit rester constante en grandeur le 
long de cette intersection, o- constant. C’est précisément ce que 
donne la formule de Bernouilli (i6) pour uno irajectoire, qui 
resterait sur uno surface V constant. 

Les intersections des surfaces équipolentielles et des surfaces 
d’égale densité définissent donc les trajectoires. Déplus les vitesses 
sont constantes tout le long de ces trajectoires. 

2.*^ Supposons en second lieu que le tourbillon W ne soit pas 
nul. Alors 2e xW doit dériver d’une fonction H(7), comme on 
le voit directement. En intégrant on aura 

( 19 ) U = i p"-4-H, if;-. —H — U. 

2 2 

L'intersection des surfaces H constant et U constant vérifie la con¬ 
dition (16) de Bernouilli et définit les trajectoires. 

D’autre part considérons, comme ci-dessus, l’intersection des 
surfaces équipoLcnlielIes V avec les surfaces d’égale densité. Si 
cette intersection est une trajectoire, le vecteur e x W, normal à 
est normal à l’intersection. D’après le même raisonnement que 
ci-dessus, doit y rester constant. Or constant, sur une sur¬ 
face V constant, vérifie l’équation (16) des trajectoires. 
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Les inlerseclions des surfaces équipoientielles et des surfaces H 
avec les surfaces d’égale densité se confondent, et défînissent les 
trajectoires. Les vitesses sont encore constantes sur cos trajec¬ 
toires. 


3 *' Supposons enlin qu’il u’y ait pas de fonction des accéléra¬ 
tions Q. ISous vojons de la même façon que les intersections des 
surfaces équipotentielles V et des surfaces d’égale pression p véri- 
lient les conditions des trajectoires. En elTet les forces agissantes 

et normales à ces deux surfaces sont normales à leur inter- 
av dr 

section, le terme ex W est toujours normal aux trajectoires. Le 
doit rester constant d’après (17). Ceci vérifie bien la condi¬ 
tion (16) de BernouilH, la trajectoire étant sur une surface V 
constant. 

Comme ces trajectoires doivent être sur les surfaces d’égale 
densité, il s’ensuit également que l’intersection des surfaces V et p 
SG trouve sur une couche d’égale densité p. Les ti'ois familles de 
surfaces Y, p se coupent suivant les mêmes intersections. 


44 . Les surfaces d’égale vitesse sont toutes cylindriques par 
rapport à une même direction, s’il y a une fonction des accéléra¬ 
tions. I.a vitesse e élunl la même tout le long d’mie trajectoire, 
la section d’iiii lihu lluide devra être partout la mémo. Ür ces filets 
Il U ides sont constiunvs, dans \g cas général, par les intersections 
dos suidacivs p et p^dp^ d’égale pression, avec les surfaces V 
(‘I V -f- <'/V. Los s(‘ction.s normales de c(‘.s intersec lions doivent 
être partout égalivs. IjOs surfaces V découperont dans les surfaces 
d’égales pr(‘ssi()n des tranches régulières et accolées qui consti¬ 
tueront les Lrajectoir(‘s éhdnenlaircs. 

On^pent évaluer la section de ces filets Iluides, en fonction des 
(démcnls dyiiamiqiios. En elfel désignons par dn la distance nor¬ 
male eu un point de deux couches d’égale pression y; et y?-f- 
(|ui coïncident on non avec his couches d’égale densité. Désignons 
par dii! la distance, an même point, des couches V et V -+- âfV, et 
pai‘ 0 l’angle des deux normales. Soit c/S la surface élémentaire dc^ 
la sinuion eonsidéri^e, on a 


(20) 


^/S -- 


(In dn' 
siaO ’ 


(ir " dr dn dn' ^/S 
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Les éléments différentiels dp, dV, dS doivent être constants le 
long des trajectoires. 

La seconde expression montre que la valeur absolue du produit 

vectoriel du gradient de la pression, ou normal à la surface de 

dY 

pression constante, et du gradient^» est aussi constant tout le 

long de la trajectoire. La direction de ce vecteur serait d’ailleurs 
celle de la vitesse, qui est normale à la fois à ces deux vecteurs. 

Désignons par R le rayon vecteur du rayon de courbure de la 
trajectoire, en un point quelconque M, et dirigé du centre de 
courbure G au point M. Il se trouve dans le plan osculateur de la 

trajectoire et l’accélération est égale l’accélération tangentielle 
étant nulle. On a 

dV ^ __ 

dr P dr dr R di~ 

L’accélération —j étant égale à un gradient ^5 son rotationnel 
est nul, et ceci indique immédiatement que la grandeur du 
vecteur^ ne varie pas quand on se déplace normalement à R. Or, 

la grandeur de ne varie pas non plus dans la même direction, 
comme on l’a vu. 

On en déduit immédiatement que les surfaces constant, ou 
des vitesses constantes, sont des surfaces cylindriques, dont les 
sections droites sont les trajectoires, celles-ci sont par conséquent 
des cercles de même rayon R, centrées sur l’axe du cylindre, 
quand il y a une fonction des accélérations. 

Remarque. — Ceci ne serait plus vrai s’il n’y avait pas de 
fonction Q. Mais alors, dans (21), le premier membre serait 

toujours égal à ~ Multiplions successivement (21) vectoriellement 

^ et les termes contenant deux fois le même vecteur sont 
nuis. Il reste 


{ 22 } 


^ dp pi I dp dV 

^ dr dr dr^ R ^ ^ dr ^ dr 


Le premier membre représente la projection de ^ sur les 
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surfaces p consLanls et sur les surfaces V constants. Les seconds 
membres indiquent, d’après (20), que ces projections sont 
constantes tout le long d’une trajectoire, le rapport des deux 
valeurs étant p, étant constant, R doit l’être également. Les 
trajectoires sont encore circulaires^ 

45 . Les surfaces sont toutes de révolution et symétriques par 
rapport au plan équatorial moyen. — Les trajectoires sont donc 
toutes circulaires et constituées par l’intersection des surfaces de 
niveau p et des surfaces équipotontielles V. On en conclut que les 
intersections des trois familles ju, V et p sont toujours circulaires. 
Elles sont donc toutes trois de révolution. 

Considérons alors un filet fluide constitué par l’intersection des 
surfaces jy et /? + et des.surfaces V et V + rfV. La vitesse 
constante est définie par l’équation de Bernouilli (16) et la sec¬ 
tion rfS du filet fluide, qui est constante est définie par (20), son 
rayon R par (21). Ces surfaces étant fermées se coupent une 
seconde fois, de l’autre côté du plan équatorial, et les mêmes 
formules donneront le même le même dS et par conséquent le 
même rayon R. Nous en concilierons alors, comme pour l’équilibre 
relatif, n^ 32 , que toutes ces sections et par conséquent loiiles ces 
siiriaces sont symétri(|Mos, par rapport au plan moyen é(juatorial. 

lleuiaviiua. !VJ. Üi\(.‘ dans sa Thèsi», K) 3 (>, 11" 1 , démontre 
que les surfaces sont de révolulioa, en supposant d’avance, dans sa 
démonstration, (pie l{‘s com[)()sanUis de la vitesse de chaque rnolé- 
(‘uh^ sont — wy, o, c’est-à-dire (jiie ces molécules décrivent 
toutes des trajectoires circulaires, centrées sur le même axe. C’est 
admettre d’avance ce qu’il faut démontrer, et ce qui l’a été au n”44. 
IjH demoustralion de M. Dive serait valable seulement pour le cas 
(i(‘ 1 équilibre* relatll. Mais alors appliquée à une masse homogène 
elle démontrerait, qu’il ne peut pas y avoir d’ellipsoïdes à trois 
axes, ou d’ellipsoïdes de Jacobi comme figures d’équilibre. 

40 . Équation réduite dans le mouvement permanent. — Dans le 
seul mouvement pcrinaneul possible, que nous venons de définir, 
les mouveineiits étant tous circulaires autour d’un même axe, 
l’accélération se réduit en chaque point à une accélération centri¬ 
fuge (V X fie X /•), où le vecteur vitesse de rotation est porté par 
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le même axe, et aura une valeur g) variable avec chaque point. En 
désignant par u le rayon vecteur d’un point, compté à partir de 
Taxe de rotation, la formule fondamentale de l’équilibre hydro¬ 
dynamique, dans le cas du mouvement permanent, pourra s’écrire, 
d’une façon réduite, sous la même forme que pour l’équilibre 
relatif, n*' 30 , 


(23) 


r 

P 


dr dr 


— w X ((V X r ), 


i dp d\ 

-^ =z= —-h o) -f/ 

P dr dr 


La vitesse de rotation ca, au lieu d’être conslante, sera variable 
en chaque point. 

On aura encore les trois équations algébriques 


( 24 ) 


P dx dx 


-h tO-Æ?, 


I dp àV 

~ Tj = *1- 

P a Y ay 


I dp __ 

P dz dz 


47 . Équation de Poincaré, équation de Bruns dans le mouvement 
permanent. — Le premier terme de (?. 3 ) est la pesanteur g. En 
prenant la divergence de ce vecteur, ou sa dérivée par rapport au 
rayon vecteur r, on obtient une formule analogue à celle du n'' 33 
pour le mouvement relatif 


(25) 


du 


dr 


‘^Tzfp ■ 


<iü>- 


Gomme dépend de la position du poini, on aurait, dans le 
dernier terme, à prendre dérivée dans la direction w. 

dii)- 

qui se ramène a u—r~- 
du 

Dans la formule de Bruns, il suffira d’ajouter ce dernier terme, 
pour obtenir son expression dans le cas du mouvement permanent, 
voir n'^ 34 , formule (ao) 


(^26') 


ds;- 

du 


R 


-h 2 ü)2-~ 47c/p 


t( 


doY-‘ 

~di7' 


48 . Cas d’une fonction des accélérations. Les vitesses de rotation 
ne dépendent que de la distance à Paxe de rotation. — Si l’accélé¬ 
ration co-ii dépend d’une fonction Q, il en est de même des 
pressions ou du premier membre de (a 3 ). On peut intégrer et 
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écrire pour l’équation des surfaces de niveau, 

•^-7) U = V-+-Q. 


C’est la même formule que pour l’équilibre relatif. Dans ce cas, 
comme dans le cas de l’équilibre relatif, les surfaces de niveau 
coïncident avec les surfaces d’égale densité, qui sont données 
aussi par U constant. 

Réciproquement, si les surfaces d’égale pression coïncident avec 
les surfaces d’égale densité, il y a une fonction U, et par consé” 
quent une fonction Q, et les accélérations dérivent de celle fonction. 

Si l’accélération o-zz dérive d’une fonction, son rotationnel doit 
être nul. Soit tq, Ç les directions dos trois axes de coordonnées, 
Taxe des z étant Taxe de rotation, on aura 

(‘28) a = -H '0^, -h 

La composante suivant 0 ^ est nulle. Le rotationnel de est 
un vecteur, qui se réduit à 

dx((.ù-u) _ àio’^a; 

dF~ - 

Chacune des composantes devant être nulle, on aura 





()o)- fhi)- 


™ O. 


La piHunière (‘(|ualiou (.29) est fondamentale ('). Elle exprime 
(|ue dans le mouvement permammt, s’il y a une fonction des 
accélérations, la vitesse de rolation ne varie pas sur une parallèle 
à 1 axe de rotation. L(cs surfaces d’égale vitesse doivent donc êtr<s 
(‘ylludriques, commet on Ta démontré direclement (n” 44 ). 

La vitesse de rotation est donc fonction uniquement de a, 
dislîuice à l’ax(^ de rotation. 

La seconde formule (29) exprime que la vitc^sse reste constante 
sur le cercle de rayon u ri- \/x- - j- r"- 

Il est des lors facile de déterminer <mtte fonction des accéléiai- 
tioiis, quand (‘lie existe. Appelons w la vitesse de rotaiion moyenne 


(9 Alkx. Vkiionnkt, Sur ta rotation d'une masse hétérogène (Comptes 
rendus 4 r. Sc.^ nov. 19:26, p. 9/^9). 
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définie par la formule suivante. L’équation (27) pourra s’écrire 


(3o) 


(^2 



tji-U dit, 


ü = V 

2 


En effet ne dépend que de u, comme co-. Son gradient, 
dérivé par rapport au rayon vecteur r, sera égal à la dérivée par 
rapport à u, on aura 


(3i) 


cl(w-u^) __ d () 
dr du 



U du = u. 


On retrouvera bien l’équation fondamentale (23.2). 


49 . Cas où il n’y a pas de fonction des accélérations. — Dans 
le cas précédent le champ de forces des forces réelles et des forces 
d’inertie, ou le champ de la pesanteur ^ était irrolalionnel. H 
devient alors rotationnel, ou tourbillonnaire, et les surfaces de 
niveau, ou d’égale pression ne peuvent coïncider avec les surfaces 
d’égale densité. 

Multiplions l’équation fondamentale (28.2) par dr, en remar¬ 
quant que U dr :=-u du, 

( 82) dS dp — 0)2 î:* = i rtfsr -H du — to^ a du. 

" P, P az P ou 

On aurait la même e:s;pression en prenant la section méridienne et 
faisant M = rfV étant une différentielle exacte, il doit en être de 
même du second membre. On doit avoir 

) au \ P / ()z\p âu J 

S’il y avait une fonction des pressions, on retrouverait = o, la 

condition pour qu’il y ait aussi une fonction des accélérations. 
Dans le cas général, on aura, en effectuant les opérations indiquées, 

{ ^ àp à t__ I /dp dp dp dp\ 

dz du dz P à Z du p p^ \dz du du àz ) 


Or le second membre n’est pas autre chose que le produit vecto¬ 
riel du gradient des pressions ^ et du gradient des densités 
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Or les gradients sont perpendiculaires aux deux surfaces, et leur 
produit vectoriel définit le sinus de l’angle des deux normales. On a 


/o/\ dp dp dp dp . . . dp . ^ 


La surface de niveau et les surfaces d’égale densité se coupent 
donc sous un angle d’autant plus grand, que l’on est plus loin de 

lï^ loi = O, qui définit la coïncidence des deux familles de sur- 
fiice, sinÔ = o. 

On peut voir ce qui se passera à la surface des astres, où cette 
coïncidence des deux familles de surfaces n’est pas réalisée. La 
surface extérieure visible sera toujours une sui'face de niveau, ou 
d’égale pression. Alox's les surfaces d’égale densité n’affleureront 
pas au même endroit et couperont la surface intérieure suivant des 
cercles parallèles, où les vitesses seront différentes. On aura des 
apparences différentes sur ces différents parallèles, d’où l’appa¬ 
rence des bandes parallèles sur Jupiter et Saturne. Les vitesses 
différentes sur des parallèles voisins détermineront, par le frotte¬ 
ment, des tourbillons, qui produiront des taches, comme sur le 
Soleil, par la chute des gaz plus froids de l’atmosphère, dans l’en¬ 
tonnoir ainsi ouvert. 

Remarque. —■ l/expressiou ( 3 ii) pourrait encore s’écrire 

7 /V .7 y , 

dp = P d\ -h 0(0-77 (lu = P —- (Iz p du H- p(0^ w 

7^5 ^ du ^ 


La condition [)our que le second membre soit une différentielle 
exacte donnera 




■S)' 


''~âr 


dp ()p à\ 

du àz âz du ’ 


on peut intégrer hï long d’une parallèle à l’axe O^, où u est cons- 
lant. On obtiendra l’expression de en fonction des gradients de 
la densité p et du potentiel V. 



CHAPITRE Y. 

MOUVEMENT PERMANENT RELATIF. 


80 . Définition du problème. Résultats. — Dans le régime per¬ 
manent les couches d’égale densité conservent la même forme et la 
même position. Il y a Invariabilité géométrique de la masse, 
comme dans un corps solide. On aura donc les mêmes axes et les 
mêmes moments d’inertie, le même ellipsoïde d’inertie. Nous pou¬ 
vons supposer, comme pour un corps solide, que toute la masse 
tourne autour d’un axe. Nous pouvons définir alors le mouvement 
par rapport à des axes mobiles liés invariablement à la figure. 

S’il n’j a pas de forces extérieures, l’énergie cinétique totale T 
reste constante, et le moment cinétique H est un vecteur constant 
en grandeur et en direction, qui définit un plan invariable. Nous 
avons les conditions d’un mouvement à la Poinsol, autour du 
centre de gravité. 

Nous allons voir qu’il en est bien ainsi et que le mouvement est 
régi par des équations analogues à celles d’FAiler, comme pour 
l’équilibre relatif hydrostatique. 

Ce nouveau cas de mouvement tout à fait général pourra 
s’appeler mouvement permanent relatif. Comme dans réquilibre 
relatif, la forme extérieure reste invariable et est entraînée par les 
axes mobiles avec la même vitesse de translation et de rotation. 
Mais les molécules internes, au lieu d’être immobiles, par rapport 
aux axes entraînés auront un mouvement pcïrmanent quelconque, 
par rapport à ces axes. 

Nous verrons que le mouvement à la Poiiisot est encore impos¬ 
sible, comme pour le cas de l’équilibre relatif et que ce cas se 
confond avec le mouvement permanent du chapitre précédent. 

31 . Équations d’Euler généralisées. — D’après le théorème des 
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moments, la dérivée du moment cinétique par rapport au temps 
est égale au moment des forces appliquées. 


(O 




dlï 

dt 



M()(L, M, N) étant le moment des forces par rapport à rorigine 0 . 
Si 1 on considère un système entraîné avec une vitesse de rota- 

lion ,ç), la vitesse relative de H dans ce système étant — » 

dt 

on a 


(2j 


dH m 


>: U. 


Considérons un corps solide et prenons ses axes principaux pour 
axes du système mobile, et le centre de gravité pour origine, son 
accélération étant nulle. On aura 


^ H = -h iriB -H 

4, ri, Ç sont les trois directions des axes. Portons cette expi'ession 
dans (i) et (2), nous aurons une équation vectorielle, dont les 
trois composantes donneront les trois équations d’Euler. SI le 
moment des forces par rapport au centre de gravité est nul M,, = o, 
l(‘s seconds membres sont nuis. T^e voctmir II des moments ciné¬ 
tiques (‘St. constant, en grandeur cl. <‘n dii’(‘(‘l.ioii, son carré, qui 
définit sa grandeur, sera 

( 4 ) H-— G-.Ç-. 

(jonsidi'rcjiis iiotnî masse; flmdti (‘ii inoiiv(înieiit [)crmanent et 
Uxirnanten outre avec, une vitesse instantanée iv(p, ,v) avec 1(‘ 
système mobile, (adcnlons sou moment IL II faut remplacin* 
dans (i) la vitosso e par la vil.(\sso absolue r,,. Désignons par e la 
vit(\ssc r(‘lativ(\ on aura 

('■>,> i'n ^ U’ r -t- r h- e, 

fd 

(6) Il = Ï7«;- t.„= :ù!iir ( <v > r)-i- il «a/- 

(le Mioiiieiil, <;liu'li(|uo si; compose de deux Icnites, l’un le 
monionl (reuiraîuemenl; H,., dû à la vilesso de rolaûon tv, qui 
donne à elnupie poini, une vitesse wxr, el. l’aulro le inoineni 
1 elalif II,, dû aux viU'sses ridai.ivcs c. C(î dcrniei’ est un 'veolenr 


Al'PKt.l,. — IV (L>). 
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constant en direction et grandeur, par rapport au système mobile 
et entraîné avec lui, puisqu’il y a régime permanent et que les 
vitesses relatives sont constantes en chaque point. 

Désignons les composantes de Hr par H^, H3 dans le sys¬ 
tème mobile. Celles de sont données, par ( 3 ). On a 


(7) 


H = H- Hi) H- H2) Ha), 


dli àHe 
ât àt 




àRr 

dt 


= O. 


Portons ces expressions dans les équations (i) et (2) on obtient 
les équations d’Euler généralisées, 

( A/h-(G —B)^x -h(H3^-H2J) = L, 

(8) I B^'-h(A —G)5/> -H3p) = M, 

I C5' H-(B™.A)/>g-i-(H2/?~-Hi^) = N. 


Si le moment relatif Hr (H-,, H2, H3) est nul, on retrouve les équa¬ 
tions d’Euler ordinaires. 

Ici les forces agissantes sur les particules sont des forces inté¬ 
rieures, dont la résultante et le moment Mq sont nuis. Les seconds 
membres sont nuis. Multiplions alors sucessivement les équa¬ 
tions ( 8 ) par p, g, 5 et ajoutons-les, il reste 

( 9 ) AJ!?p'-4- B C55 '= O He(v'= 0 , 

cette expression est aussi le produit algébrique des deux vec¬ 
teurs He et Elle est encore la dérivée de la force vive 
d’entraînement 


( 10 ) A/?--t“ B^-h-= 116»^= 2 Te = A, 

cette quantité reste constante, comme pour un corps solide dans le 
inouvement à la Poinsot. 


32 . ÏjR c|TLaïntité de tuotiv enaeut relatif est nulle. —l^a somme 
des quantités de mouvement total est, d’après l’expression de la 
vitesse absolue ( 5 ) 

(il) Q = = Sttz»’X r H- StTZP’;= Qe-h Qr. 

Le centre de gravité étant pris pour origine, et la vitesse de 
rotation w étant la même au même instant pour tous les points, 
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on a 

Sm/’ = o. Qe= X /* = O. 

Pour que le centre de gravité reste immobile, il faut et il suffit 
que la quantité de mouvement totale soit nulle, donc que la quan¬ 
tité de mouvement relatif le soit 

(12) Q^= Sm e = O. 

53 . Énergie cinétique relative. - L^énergie cinétique totale T 
sVîcrira de même 

(r 3 ) 2T = S jyi Zm[(w >: r )--h 2 (kv :< /• ) p -h r-]. 

En désignant par T;, l’énergie cinétique relative, due uniquement 
aux vitesses relatives, troisième terme de cette expression, et en 
tenant compte des valeurs H(6), on peut écrire 

(l 4 ) 2T = 2tpH,.-f-2T,.. 

ivHe et ivH/. étant des produits algébriques des deux vecteurs. 
L’énergie relative est constante, puisque le régime est per¬ 
manent. S’il n’y a pas de forces extérieures appliquées, l’énergie 
cinétique totale T est également constante. On a 

( U'f II,.-h 2 Mr) — U’( Il -1- lï;..) --- \>.( 'r - ■ 1’,.) — ('onsi. 

L’exj)r(‘,s.sion :>/!'( 1 5) est uii iiomhi'e algébrifpic, ou invariant 
algél)i'i(ju(*. Ou |)(‘ut l(‘ considénu* comnu* (‘xpi'imé dans n’importe 
(|U(d sysIèiiK* d’axes. Pnuions le dans système mobile. Les 
(juanlit(*s r (‘t sont invariaiiUvSj \y scnil vai'ie av(ic le temps. La 
dérivé(‘ de T par rapport au l,em[)s (‘st nulle, et (i3) donne 

(if> ) /’ ( (U /• >\ P I iv'Zm/' ■: u’^Tl - o, 

car 

('(v' ' /•) (’ = w'(/‘ >: r ) <‘l. 2(u’' ■- r ){w ,< r) -- r x. (tv x /’)J. 

I/expression n’Ml — o nous indique, comuuî dans le mouvement 
à la IN)iusol, que la variation iv' de la vitesse de rotation est 
toujours nof'inale au vecteur constant M, (M reste dans le plan 
invariable^ siu' leejuel roule l’edlipsoïde d’inertie. I^lle définit ce 
plan invar la l)l(‘. 
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34. Force vive d’entraînement. Première relation. — L.o 
moment cinétique total H est constant. Sa dérivée totale par rap¬ 
port au temps est nulle. Dans le système mobile, elle est égale à 

sa dérivée relative -r-? on vitesse de rextrémité du vecteur H dans 
ot 

le système mobile, plus la vitesse d’entraînement de celte extré¬ 
mité, d’où on a 


( 17 ) 


rm rm U dHe 

■~ 7 - = --H X H = --h X H := O. 

dt <Jt <)t 


En multipliant algébriquement par le vecteur ep on a 


( 18 ) 


(Me 
' ât 


car X H ) = O, 


(Mr 

01 


= O, 


moment cinétique d’entraînement est le même que celui du 
corps solide correspondant, formule (6) dans le système mobile. 
L’eiprcsslon (18) peut s’écrire, d’après les règles d’inlerversion 
des produits algébriques et des produits vectoriels de vecteurs, 

(19) w'Zm \r X r) ] = x r){w x /•) = w[/* X (<r X /•)j, 

(20) = w'IU.= Kpp'+ Css'= O. 


C’est l’expression (9), tirée déjà des équations d’Euler géné¬ 
ralisées. Elle indique que est toujours normale à comme à 11 . 
C’est aussi l’expression dérivée de 

(21) 2Te= A/►--!- 0^^= const. 

qui est la force vive d’entraînement d’après (lo). La constance de 
la force vive d’entraînement nous donne donc la première r(da- 
lion (20) du mouvement à la Poinsot. 

33. — Le moment cinétique relatif est nul dans le mouvement 
à la Poinsot. —Portons cette valeur o dans Texpros- 

sion tr'H rr: 0 (16), il vient 

(22) w'H = H,.) = O. 

Cette expression montre que le moment cinétique relatif H,- 
devrait rester toujours normal à Or c’est impossible. Car IL- 
est un vecteur constant, lié à la masse, qui tourne comme un corps 
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solide, par hypothèse. Ce mouvement est produit par le roulement 
de l’ellipsoïde d’inertie sur le plan Invariable, qui contient cons¬ 
tamment çi^'. Aucune droite liée à l’ellipsoïde ne peut rester nor¬ 
male à Il faut donc que l’on ait dans (22) 

H,.=: O ou w'— O. 

Le mouvement à la Poinsot ne peut avoir lieu, çv' ^ o, que si le 
moment cinétique relatif est nul 

Si w'= O la rotation a lieu autour d’un axe principal, qui reste 
parallèle au vecteur constant H. Alors seulement le moment 
relaiif peut ne pas être nul. Il est parallèle à l’axe de rotation (v 
et à H. Nous verrons qu’il en est bien ainsi dans le seul cas de 
mouvement possible. 

Autre démonstration. — Le mouvement est donc défini par 
les relations (16) et (20) «^'H = o et —o tirées de la cons¬ 
tance des forces vives et de la constance du moment cinétique H. 
La première nous indique que, dans le mouvement du fluide, la 
variation w’ de la vitesse de rotation reste constamment normale 
au vecteur fixe du moment cinétique total H, c’est-à-dire reste 
dans le plan invariable. La seconde nous indique que tv' reste 
aussi coiislarnmont normal à IL, moment cinétique d’entraînement, 
ou moiuent cinéliqm^ du solide équivalent. Or ce moment du 
solide r(3sLc conslaiil et lixe dans le luouvmuent à la Poinsot. Il en 
est de uiéme de IL, qui doit donc être parallèle à IL Le mouve¬ 
ment d’onsendile de la masse Iluide se ramène à celui du solide 
correspondant. 

La relation il ~ IL-H- 11 ,, nous montre iininédiaLemenl que II,, 
doit être nul, ou restera parallèle à II et à He. Ce dernier cas 
correspond au cas particulier envisagé ci-dessus. 

Remarque. - L’équation (i4) avec II,. ~ 0 se réduit à 
2 T = (V H, -f- 2 T,., T = T,. H- T,.. 

L’énergie cinétique totale est bien égale à l’énergie cinétique 
d’entraînement, augmentée de l’énergie cinétique relative. 

S6. Moment cinétique total constant. Deuxième relation. — L(; 
moment cinélique total il, dans le mouvement général, devra donc 
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se réduire au moment d^entraînement H^, ^qul est le même que 
celui dn corps solide, formules ( 3 ) et ( 4 )* On peut écrire 

( 23 ) H2 = H| = A.2-H -H 5"- = const. 

La dérivation par rapport au temps, nous donne 

(24) H,î^=H.^=ASp/)'+B^3rÿ'-+-C*.«'=o, 

A, B, G étant les moments d’inertie de la masse par rapport au 
système mobile et q, s les composantes de la vitesse de rota¬ 
tion rp, dans le même système* 

Nous retrouvons la seconde des l'elations qui définissent le 
mouvement du corps solide à la Poinsot, autour d’un point fixe. 
Elle correspond à la constance du moment cinétique, comme la 
première (ao) correspondait à la constance des forces vives. 

Nous avons donc ici les mêmes relations que pour le mouvement 
d’un corps solide autour d’un point fixe. 

57. L’équation de condition du mouvement permanent relatif. 
Troisième relation. — Dans le cas précédemment étudié, équi¬ 
libre relatif (Chap. III), on avait ajouté, à raccélération des 
forces réelles F, l’accélération d’entraînemenL, changée désigné, 
y^ X r 4- çv X (wx r), n"" 27, formule ( 2 ). Ici il kui 

ajouter encore l’accélération relative ^ et l’accélération de Co- 
riolis 2 PP X P, où p est la vitesse relative, par rapport aux axes 
mobiles, et qui n’est plus nulle dans notre cas. 

L’équation générale d’hydrodynamique s’écrira 

“p (fr ~ ^ ^ ' ^ ’ W = tv X (tpxr ) H- 2 (P >; r -+- • 

Dans le cas général où p n’est pas constant et où il n’y a pas de 
fonction des pressions P, la force totale écrite au second membre 
doit être, en chaque point et à chaque instant, normal à son 
rotationneL Le rotationnel de çp'x r est 2 pp' (n'’ 28 ). On a la 
condition 

(26) (F-iv'x = 

En effectuant et remarquant que («•''x r ) w'— o, et inettanl w' 
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en facteur, on pourra écrire, comme au 37, 

r ' A / T7 X,. X F à xW\ 

( 27 ) (P 2 F — ‘i W -4- r —;-r X — ; ) 

\ àr (Jr J 

Ce qu’on peut écrire algébriquement 

(■28) s, 

où P, Q, R sont les composantes du vecteur compris dans la pre¬ 
mière parenthèse et S la valeur du second membre. C’est une 
équation identique à ( 3 o) du premier cas (n^^ 37 ), 

08. Le mouvement à la Poinsot est impossible poux une masse 
fluide en mouvement permanent relatif. — Les deux premières 
relations qui définissent le mouvement du fluide dans le cas du 
mouvement permanent (20) et (24) sont les mêmes que celles que 
nous avons rencontrées dans le cas du mouvement relatif (3i) 
(n‘^ 37 ). L’équation de condition (28) a exactement la même 
forme que celle de l’équilibre relatif dans le cas le plus général 
( 3 o). La valeur des coefficients P, Q, R, S est seulement diffé¬ 
rente, car ils contiennent ici l’expression des vitesses relatives et 
<l(‘s accélérations relatives. Eu tout cas (‘os coeffici(‘uts sont, 
coitmie dans le premier cas de l’équilibre relatif, fonctions de la 
[)r)silion du point et du temps. 

La démonstration sera exactement la même qu’au n^ 37 . Ces 
trois équations linéaires définissent d’une façon univoque la valeur 
de la variation do la vitesse de rotation ^ q\ s') en chaque 

point à chaque instant. La valeur des solutions doit être la même 
pour tous les points au même instant. Or cela ne peut avoir lieu 
(juo pour les points situés sur une surface, définie par les solutions 
du système. Le mouvement à la Poinsot, avec variation de la 
vitesse de rotation iv est impossible. Il faut ici o comme dans 
l’étjuilibre relatif. 

Comme au n** 37 , l’équation (27) pourrait s’écrire 
(27)' (V V = S, (o'Vi = S, = O)'. 

V 1 

(*)' est constant pour tous les points, alors que fonction dt* 
points ne délcrmiiie qu’une surface. 11 faut o. 
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59 . La rotation doit se faire autour de Taxe de révolution. — 
Les équations d’Euler sont applicables dans leur forme ordinaire, 
fuiisque nous avons ici H/.(Ht, Ho, H^) nul. On démontre alors, 
comme pour l’équilibre relatif (n*" 29 ), que deux des compo¬ 
santes ÿ, s de la rotation iv doivent être nulles. La rotation se 
réduit à une seule composante suivant l’im des axes principaux 
d’inertie, qui sont pris comme axes du système mobile. 

Pour la stabilité l’axe de rotation doit être le petit ou le grand 
axe, noni’axe moyen. Dans le cas d’une figure de révolution, comme 
c’est le cas également dans le mouvement permanent, l’axe de rota¬ 
tion doit coïncider avec Taxe de l'évolutîon, c’est-à-dire avec l’axe 
de rotation commun à toutes les molécules du mouvement perma¬ 
nent. Nous sommes ramenés au même mouvement que celui du 
Chapitre précédent. 

60 . Cas plus général du mouvement relatif non permanent. Les 
trois équations de mouvement à la Poinsot. — On peut supposer 
que le mouvement par rapport aux axes entraînés n’est pas perma¬ 
nent, à condition seulement de conserver l’invariance dans la 
forme géométrique des surfaces d’égale densité liées aux axes 
mobiles. 

Dans notre masse isolée, la force vive totale et le moment ciné¬ 
tique total restent tous deux constants et nous obtiendrons 
comme ci-dessus les relations correspondant au mouvement. 

Nous obtiendrons, comme au n"^ 51 , les équations d’Euler géné¬ 
ralisées, mais dans la formule (7) comme la vitesse relative t' 

n’est plus constante, on ne pourra plus faire “ 0. Les équa¬ 
tions (8) auront un terme de plus, correspondant à ce fait. On ne 
pourra plus en déduire (9) u’'H^>==: o. 

La quantité de mouvement relatif doit toujours rester nulle 
= o (n^" 52 ), malgré la variation des vitesses individuelles 
relatives e. 

La dérivée de l’énergie cinétique T (t 3 ) doit porter également 
sur e, ce qui ajoute à la formule (16) les termes suivants que nous 
désignerons par Si, 

27?i ( w X 7* ) — -H S m P’ —T = w m p’w —- = 1? 1 , 

^ dt dt dt 
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L’cqualion (ï 6) qui traduit la constance de la force vive devient 

(29) (v'H=:Si, = 

(30) ( -H H( B/y-h H.)) q' (G/--I- Hy) s = Si, 


c’est la première relation (20) avec les termes H,, Ho, H3, en 
plus. 

Le moment relatif H,, ne peut plus être nul ici, comme dans le 
mouvement permanent. 

La constance du moment cinétique H nous donne ensuite la 
seconde relation, comme au 11^^ ol, 11 - est un invariant. On a, 
d’après (7), 


I fàH 

^ dt dt ^ 

r)j^ 

ât 


X h): 


dt 


H- 


= — H 


dUr 

dt 


(H. 




dt 


Cette expression analogue à (24) s^écrira, en représentant par S2 
la valeur du second membre, indépendante de q\ 5'), 

(3i) (A/n- H- Hi)B(7'-+-(C5 -h H3)G5'= Sî. 

Enfin l’équation de condition de l’équilil)re hydrodynamique 
sera la même que celle du n‘\^ 7 , formule (127) et (28), où la vitesse 

relative c et l’accélération relative contenues dans W, sont 

variables avec le temps au lieu d’ctre constantes, comme dans 
le mouvement permanent. 


() 1 . Le seul mouvement possible se réduit encore à une simple 
rotation autour d’un axe principal fixe. — Nous avons donc un 
système de trois équalions linéaires, toutes trois avec second 
iiKunhre, pour délermlner 5'), les éqnalions ( 3 o), ( 3 i), 

et (28), du cas précédent 57. 

Les solutions seront données par les formules 


(32) 


y-= 


Di 



D 


où les D sont les déterminants formés au moyen des coefficients 
du système. Us sont donc fonction de la position du point considéré 
et du temps. A chafnie instant, il doivent donner pour p\ q\ s’ dos 



i„r*“ •» 

d. pour 

Ou. doue '• ■"*-"» p»- 

= D„ = .'D. 

mable. Les poTnVXlTmrs'seTu-d^°^^- 

trois surfaces, à Pintervection deles f ^ ^ 

seuls la même rotation d’ensemble ® conserveront 

flutleTruTfale ® masse 

conséquent S^ = S. = o Pt nm ^ ^ <^quations, et par 

précédent, rotation simX Z'r/"' "" rnouvement 

mouvement permanent. ^ P^’^cipal fixe avec 

pas encuvement permtnel7euer^^^"l s’il «’j a 

relatif, comme dans le mom-e ^ ® "teevement permanent 

io '"«"'«"'cnt permanent simple, Chap. IV. 



DEUXIÈME PARTIE. 

ÉTUDE GÉNÉRALE ET ÉVOLUTION DE LA FORME 
R’U NE MASSE HÉTÉROGÈNE. 


CHAPITRE VI. 

ÉTUDE GÉNÉRALE DES FORMES ELLIPSOÏDALES. 


62 . Le problème qui se pose et les résultats. — Nous avons vu, 
lans le premier fascicule de cet ouvrage, Ghapilre III rôLude 
iomplète (l(‘s formes successives, que poiivuil prendre une lyiasse 
lomoghnc (i\\ rolaliou; varial,i<.)ii de raplalissenumL el des autres 
îlcmeiiLs avec la vilesst* et avec la coulraclioLi. Nous avons vu que, 
lans le cas prali([ii(} (1(‘ la (u^nlracüon des astres, le moment de 
olalion restant constant, l’ellipsoïde de révolution s’applatissait 
le plus en plu,s, avec une vitesse de rotation croissante, et tendait 
liialeiuenl vers la foi'ine d’un disque aplati, dont on pouvait déter- 
uiuor le ravoii et la vitesse d(î rotation finale. A partir d’une 
(U'taiue vitesse, la masse pouvait prendi’c la foriue d’un ellipsoïde 
I trois axes, qui s’amincissait finnlcment en aiguille. 11 se greffait 
nème d’autres figures d’équilibre de bifurcation sur ces figures 
‘llipsoïdales. 

Le mém<i problèmii se pose pour une masse hétérogène de 
ecluircher les formes qu’elle pourra prendre suivant la vitesse de 
'Ota lion, bi degré do contraction, etc. Le problème se simplifie, 
)arce (jue la masse bétérogène ne peut prendre que des formes qui 
ont de révolution. Nous verrons dans celte seconde Partie qu’on 
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peut le résoudre aussi complètement que pour la masse homogène, 
depuis les faibles vitesses et les faibles contractions, jusqu'aux 
limites extrêmes. Ce sera l’objet de cette deuxième Partie. 

M. Hamv avait démontré, pour des couches discontinues, ce 
théorème fondamental, que dans l’équilibre relatif, les surfaces de 
niveau d’une masse hétérogène ne pouvaient pas être rigoureusement 
ellipsoïdales. Il a été étendu au mouvement permanent. Nous le 
démontrerons pour des couches ellipsoïdales continues quel¬ 
conques. Nous y ajouterons différentes relations générales entre 
les vitesses et les aplaüssemenls. Ces relations conservent leur 
valeur, car on démontrera dans le chapitre suivant que pratique¬ 
ment les surfaces restent très voisines des ellipsoïdes. On a conservé 
dans ce chapitre la notation des ellipsoïdes à trois axes pour 
conserver toute la généralité des démonstrations, même dans le cas 
d’ime déformation par l’action d’un autre astre. 


63 . Bappel des formules de rattraction d’un ellipsoïde homogène. 
— Ces formules sont démontrées dans le Tome III du présent 
Traité de Mécanique rationnelle^ Chap. XXIX, n^ 602 , voir 
également Tome IV, première Partie, n'" 10 . 

Soit un ellipsoïde homogène de densité p, d’axes a, 6, c. Le 
potentiel dû à la gravitation, en un point extérieur jk? 


(I) 


V. 


=..Jabcof^ 


y- 


\ d\ 
A C--hX J 


V^{^) 


cp (X) = X). 


On intègre par rapport à la variable X de l’infini à u^ cette 
valeur limite étant définie comme la racine unique de l’équaüoii 






r 


V e dépend donc des coordonnées Xj y, du point de deux façons : 
directement sous le signe somme, et par la limite u. 

Le potentiel sur un point intérieur Vi est donné par une 
formule analogue où u est remplacé par zéro. 


( 3 ) 


Yi^r.Jahcp / 


x~ 


y- 


a- - 


b^- H- X 




dX 

V'Ç'.X ) 
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Les deux potentiels se raccordent pour les points situés sur la 
surface de Tellipsoïdej où la fonction s’annule, 

U = O. Vf. = V/. 

Les composantes X^,, Y^, de rattraction sur un point exté¬ 
rieur seront données par les dérivées partielles du potentiel 


(4) = —'}.Tzfabcoœ f - 

— izfabcp ^ 1 


d\ 


•X) v /9 (X) 


a - -f- K Il c- -f- Il 


1 à U 


Le dernier terme provient de ce que la limite u est fonction 
de X. Ce terme est nul d’après ( 2 ). Il vient 


dX 


(5) P,= 2icfabcp f°° — 

J U (a’-HX)i/cp(X) 

Les composantes X;, Yj*, Z/ sur un point intérieur seront de 
même forme, où u est remplacé par o, 

(•6^ Xi= 'Pi=‘j.n/abcp f -. 

' Jo ( a--h X ) y/X j 

On aura pour Y et Z hvs mêmes formules où ii s(ira remplacé, 
sous le sign(‘ somme, par b et c. 


G4. Attraction d’une couche ellipsoïdale et d’un ellipsoïde 
hétérogène. - L’attraction d’une couche ellipsoïdale élémentaire. 
d(3 densité constante p et comprise entre deux surfaces ellipsoïdales 
voisines d’axes a, c, et a-h da^ b-^-db, c-^-do, sur un 
point 7 ', c;, sera donnéci par 

('7) rfX,. = — X d\\ = — ■?.nfx pdj - 2 Tzfx p d\„, 

(8; Dx — 

a or. 

j f* flX 

' 7—7— •— ‘3 JC fx 0 ^/Ao. 

^ (r/=-f-A)r)x '' ‘ 

La dérivation porte ici sur les axes a, c. 

Calculons pour un ellipsoïde hétérogène, composé de coucIkî.s 
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ellipsoïdales élémentaires, Fatlraction sur un point intérieur j 
situé sur Vellipsoïde d’axes a, (3, y, 


(lo) 



L’attraction des couches intérieures à cet ellipsoïde, pour 
lesquelles le point est extérieur, sera 


(il) 


X«= — 2 7r/a7 j P dAu~ — 2 7r/^ / pd j 
‘'0 J ^ J JJ 


dX 


{a^ -h X) Dx 


La densité p est supposée exprimée en fonction de l’un des axes a 
par exemple et nous devons intégrer du centre, où a = o, à la 
surface, où se trouve le point considéré, où a = a. 

L’attraction des couches extérieures à l’ellipsoïde a, (3, y, 
pour lesquelles le point est intérieur, s’obtiendra en intégrant de a 
à , valeur de l’axe a à la surface, 


X)Dx 


dPi= — 2 Kfa! pâ?Ao = — 2 ti/:î 7 / pd 

^ dot. ,/() 

L’attraction totale de toute la masse sur le point considéré, de 
masse égale à Funité, sera 

(12) X = Xe H-Xf = — 2 7 c/a: pdku.'+- J P ^/Ao ^ 

=~2. aT f%d r r-A ■ r< ^ r^df^—^i 

[«A J U («"■+■ ^ .4 (a2-4-X)I)xJ 


On aura pour Y et Z les mêmes formules, où sera remplacé 
par et par c^. 


65. Méthode de M. Hamy et formules. — Dans la méthode 
précédente, on considère des couches élémentaires enfermées l’une 
dans l’autre comme es feuilles du bulbe d’un oignon. M. Hamy 
considère l’ellipsoïde hétérogène comme formé d’ellipsoïdes 
concentriques, qui se compénètrent, en étant en retrait les uns par 
rapport aux autres et dont les densités s’ajoutent en chaque point. 
Cette méthode a l’avantage de ramener l’attraction d’un ellipsoïde 
hétérogène à celle d’ellipsoïdes homogènes et de bénéficier de 
tous les calculs faits sur ceux-ci. De même les difficultés sur le 
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potentiel à la limite sont levées une fois pour toutes dans les 
ellipsoïdes homogènes. 

Nous considérons d’abord l’ellipsoïde homogène limité par la 
surface extérieure, d’axes <2i, 6^, de densité pi. Puis l’ellipsoïde 
limité par la surface de niveau immédiatement au dessous, de 
densité p, — rfpi et d’axes — c/ai, — dbi^ Ci —c/ci, auquel 
011 donnera la densité dp^. On continuera ainsi jusqu’au centre 
en considérant chaque fois l’ellipsoïde général d’axes a, 6, c, de 
densité dp. On intégrera de la surface au centre pour que l’accrois¬ 
sement de densité dp soit positif. 

On aura pour l’attraction de l’ellipsoïde de surface 

f cf/ 

(.3) = 

Pour l’attraction des ellipsoïdes extérieurs à l’ellipsoïde a, | 3 , y, 
sur lequel se trouve le point considéré .a?, y, qui leur est inté¬ 
rieur, on aiira 

(I4) = = A,«?p = -2.A^ ( - â.ix)D, - 

Enfin l’attraction des couches intérieures sera 


X,. ■.r.fx f \„dp. ■xzfx f\/p f - % • 

.'a ■ '4 ‘4 (a’-1-X)I)x 

Da dans (l'V) est la valeur do Ox où l’on a fait a, &, c, égaux 
à valeurs des axes à la surface. 

L’attraction totale sur le point intérieur .r, s sera 

(ï5) V = X, X,-t-X,.- —j;P~r —'),Tz f,x^px Al -h J* 

La .somme de.s l.r<)i,s termes de l.i parenthèse étant 

„ r ” M /'“ r” dX r”, f” dl 

(«'f (a*+X)Dx fa=-f-X)D>, 

on pourra écrire (i 5 ) sous la forme symbolique 

(i6) _L= r ^ 

Jot («*-+-' 
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En remplaçant dans P les a par h etc, on obtiendra les expres¬ 
sions Q et R qui définiront Y et Z. 

66. Bemarques sur les fonctions P, Q, R. — Dans la formule ( i 6). 
les éléments d’intégration des trois intégrales avant la même 
forme, on peut symboliser l’intégration par un s(;nl signe somme, 
avec l’indice a seul, comme on Ta écrit en dernier lien. 

•Dos trois termes que cette somme représente»., le premier, 
l’élément superficiel en p,, est une constante; le second, repré¬ 
sentant les couches extérieures au point considéré, ne dépend (jiio 
des éléments a, ( 3 , y de la surface où se trouve ce point; enfin le 
troisième, relatif aux couches internes, dépend de la surface et de 
la position y, js du point sur la surface, par la limite m, d’après 
la formule (a ). 

Pour que P, Q, R conservent la même val(3ur sur toute la surface 
d’égale densité a, ( 3 , y, c’est-à-dire pour que ces fonctions soient 
indépendantes de la position du point sur la surface, quelle ([ue 
soit la surface, il faut etil suffit qu’elles soient indépendantes de ?/,, 
ou que U ne dépende que de a, ( 3 , y. Les coefficii^nLs do y'\ -- 
dans (a) et (lo) doivent être proportionnels. On doit avoir 

_ T- 

Il faut que les ellipsoïdes a, à, c soi(mt homofocaux à relli[)“ 
soïdea, ( 3 , y, c’est-à-dire que tous les ellipsoïdes soient homofocaux 
entre eux, puisque la surface a, ( 3 , y est qnelcoiKpie. 

Pour que P, Q, R soient constants partout, il faut eu outre 
qu’ils soient indépendants de a, | 3 , y. Il faut pour mda que la 
seconde et la troisième intégrale du second membre de (i6) soient 
identiquement milles, quel que soit a. L’élément d’intégration étant 
toujours positif, il faut que l’on ait ~ o. I.a varialion de den¬ 
sité dune couche à l’autr(3 doit être nulle. Il faut (jue la masse 
soit homogène. 

P, Q, R dépendent donc en général de a, (3, y, axes de la couche 
considérée et de x, y, ^ coordonnées du point situé sur la couche. 
Or on peut toujours supposer que deux des axes sont exprimés 
en fonction de l’autre, (3 et y par exemple en fonction de a, la loi 
de variation des applatissements étant supposée connue ou donnée. 
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De même la loi de variation des densités p est supposée connue et 
pourra s exprimer également en fonction de a. La relation (lo), 
qui définit les ellipsoïdes d’égale densité, détermine a en fonction 
y-, ^1 de sorte que P, Q, R sont simplement fonctions des 
trois coordonnées du point x, y, z, comme cela devait être. 


67 . Passage d’une méthode à l’autre. — On peut passer des for¬ 
mules (12) à celles de la méthode de M. Hamy (i 5 ) par une simple 
intégration pai parties et réciproquement. Considérons les formules 


('7) 


X /■'* /'«. 

iTt/x ~ P J P d\fi, Au=^ 


d>. 


H-X)D> 


Eu intégrant par parties et renversant les limites pour conserver <ip 
positif, on a 


■lizfx A„ rfp —I p A„ / Ajrfp. 

IP A,^|o est nul, car, si l’on fait <2 = 0, ona6 = o, c=oelj^ = o; 

d où A„.= o. De plus les deux expressions intégrées sont égales 
pour la limite oc, car alors oc = a et l’on ^u = o et A„= A,. .Elles 
se détruisent. Il reste |pA„|ai = p, A| et les deux intégrales. On 
<>l)ti(‘nl ])icn rexprossion (i 5 ) ci-dessus. 

() 8 . Formules générales au moyen du potentiel. — Dans la 
uKOhode de M. llamy nous avons à considérer d’abord le potentiel 
dù à l’ellipsoïde de surface 


(18) 


VI = X /PI f ( i -£__ ’F ' _\ 

•7,, \ a\\-K //J-4-X cJ-hX/Dix' 


Puis le palentiel dù aux ellipsoïdes pour lesquels lo point x, y, 
Z, est intérieur, intégration de a, à a 




r^p __z!_ 

-'a, -Al V /■'■-H À c3-+-ÀyDx 


l^aifin le potentiel dù aux ellipsoïdes pour lesquels le point est 
exlérieiir 


V f\/p ri,- ^ _£!_ \ 

Il «Ai ' n-+X c--)-X / 


dX 

c'i-Hxy 'Dx‘ 


APPIÎLL. — IV (2). 
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Or Vi est une constante qui peut rentrer dm« V i 
confond,.! à 1 . limite 0 „ ,xt,„ foi,,, JiP"'“™" 

pour le potentiel total 


•X 


\ cO. 

c- 4 - x) r»>: 

- \ 
c-^+x) t),.' 


i' 2 o) v = x//^ dp f (i -ï!___ y‘^ 

"'i ^6 \ a--^ X X 

+ T.f f'dp /' 7 i__£ 1 _ _ 

04 V, coTOspoed a» terme , de la pareeihéee 


Pi Q, R ont les valeurs données par (j6) 

» prenao, 1. dérivée p,ruelle de (a,) p„,. ^ 


on iinra 


va -h 


âR 


= - Ræ. 


on a 

('24 


En effet V„ est/onction de a;, y - Mr M r ■ 
i a - par la limite ^seulement (2), 

à U do 


fia du 

du 


au /»() a 

--*4ë,î' 


“ueléSé^r’plo °K r.^ * “■ 

qoele 


‘ 2 j : 


<^_d9 du ^0 , 

à^- dilài=~^^f f ~—L 

J„ ox a~~\- 


du 


__ ^^9 

w rj, ’ 


~ r- ~ a dR 
f)x ' ' 'jz y' ^ z~ = • 




- ‘J.T:f I ^ ^ dp 

4 DT/ 

•J rV 


- 4- \ 'la dp 

parenthèse est po^].a a v 
à\\j a I d après / o^ r ? 

Dans (a3) i, reste ae„le„e„, le forme preTp! 


Y d\ 


Y à\ 

ày — Qy, 


y à\ 


< 26 , 
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Les dérivées partielles du potentiel el les composantes de la 
force ont les mêmes expressions que pour Tellipsoïde homogène. 

Reïïiarque. — Pour un point extérieur à l’ellipsoïde hétérogène, 
il faudra intégrer de i à o avec u. On aura 




X J Dx 


Ou obtiendra les mêmes formules (:>. 4 ) et et les mêmes 

résultats. 


69 . Vérification des conditions du potentiel. — Ces conditions 
sont au nombre de trois : 

L’ La fonction V est finie et continue dans tout Tespace ainsi 
((lie ses dérivées partielles première et deuxième. 

2^^ Elle s’annule à Tinfîni. 

Ces deux conditions se vérifient, comme pour les ellipsoïdes 
homogènes, puisque ce sont les mêmes formules. 

3 " Elle vérifie l’équation de Laplacc pour un point oxilôrieui’ (‘t 
(‘elle de Poisson pour un point intérieur, rayon ve(‘teur /■(./■, y, z) 


( ■>-: ) 


\ i)^ \ 

ôr''- ùx'- 




AV ^ — 4Ti/p. 


iNoiis allons vérifier <‘es relations. 

Prenons de nouveau les dériveuîs partielles des expressions (26), 
nous aurons 


, . 4 ., H ) -h 


ÙV àQ 
X —H y 


D’après l(*.s valeurs de P, Q, H dans (16) on a, 

( '^-.1 » I ’ i "" 7 ;^ ^ ê ' 

r 1 r r 1 / ‘^ \ 


car il siiflil de prendre la dérivée logarithmique de D- (8) pour 
rclioin cr la parenthèse sous l’intégrale. On aura pour expression 



dl I>- T'^T hétérogène en rotation. 

ue 1 intégrale en u 

p.r,„U.«se de (eS) (e5), pe„,, ..e„ 


= — ‘ 27 r 


à r. ^ on XuL^t^^ partiellement et succe.ssivemeiit par rapport 


(33) 




g _ o.x 

àx '~‘ ’ 


y- 

■ IL)- ‘ ( r 

R àiL 2 r 


pj à IL _ 5 


B est une valeur positive. On tire de là - r 

dans ( 32 ). On retrouve -R e . JT'’ Ji Porte 

vient ^ °’^™^r’ateiir et on dénominaieur et il 

'■Vo 


(34) 


àx - 


J ^ yji,. 


Nous letrouvons le second terme de Odi’i « • 
portant ces valeurs d'm.^oS^ qui sera détruit en 

euis dans (28). Cette formule devient 

(, 35 ) 




laquelle noL\jou 1 ontlL\''ccro’-^‘^“‘auperfîcielle, à 
couche dW i ce oui do'r ?T‘' densité 4 jusqirà la 
formule de Poisson ^ coichc et la 

l’équ^lL^drUphct""''" a AV = 0, 
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70 . Expression de la vitesse de rotation et équation de condi¬ 
tion. — Les équations de l’équilibre hydrodynamique^ comme 
nous l’avons vu dans la première partie, sont les mêmes pour 
l’équilibre relatif et le mouvement permanent. D’après l’expres¬ 
sion du potentiel en fonction de P, Q, R, et des composantes delà 
force, les trois équations algébriques de l’équilibre pourront 
s’écrire 


(36) 


I à P 

P 7jx 




P 


I <)£ 

P àz 


lu. 


Or dans l’équilibre relatif et dans le mouvement permanent, où 
le champ des forces n’est pas tourbillonnaire, les surfaces de 
niveau ou d’égale pression, coïncident avec les surfaces d’égale 
densité. Ces dernières sont les surfaces ellipsoïdales données 
par (10), dont les composantes de la normale sont^> Elles, 

sont proportionnelles à celles de ( 36 ), car ces normales aux deux 
sortes de surfaces doivent coïncider. On a alors 


(37 ) (38 ) ( P ) a- = ( Q — ^‘>1) P' = T' b. 


On tire des formules ci-dessus l’expression de la vitesse w, et 
l’équation de condition indépendante de o), 


( 39 ) 

( 4 0) 



P — O ) H- fl-) H ^ o. 


Dans l’équilibre relatif w à la même valeur pour tous les points. 
Dans l’équilibre porinanent, o) est variable, mais les surfaces sont 
de révolution, a = Ç> et V et Q, 

Ce sont les mêmes formules que pour les ellipsoïdes homogènes, 
{voir t. IV, n'’ 20 ). Mais ici P, Q, R sont variables d’un point à 
un autre et d’uue surface à l’autre. Ces expressions écrites avec 
une seule intégrale (16), sont 

d\ 

hX)D,; 

En portant ces valeurs dans (89) la vitesse de rolalion s’écrira 


(4i ) 




d\ 


( a -- 




1 { 
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SOUS l’une des formes 


(4î.) 


(43) 


c f —^1 _ï!_ \ " r / y- 

.4 V'’'* ^/ r^À ~ . 3 ® J* V 6 - + >• 


W- “ 


a 7c/ r/ 

y-Jy\a''--y-\ 


r- \d\ 

h^-v-'k] \ÿ),' 


On aura de même 


ï- '\ d'>' 
e--k- k) D),’ 


(44) 


I’ — Q ^ r — ,1k 

■■“■n/ J^(a*--i~k)(b^-h k) i)>/’ 


et l’équaiion de condition devient 
( 45) (.aî_ps )vi = f - - 

J k)Dy^ ' J ^(^a--h k) (b--h k) I 


Ik 

i>x' 


Identification avec les formules des ellipsoïdes homogènes. 

Comme pour les ellipsoïdes homogènes, l. IV, n" 20 , posons 
A = où a: est une variable définie par cette relation et non une 
coordonnée. Introduisons de même les rapports des axes s et t, 
que nous désignerons par o- et t sur la surface d’axes «, [3, y sur 
laquelle se trouve le point x, y, z. On a 


c^=a^s = b'-t, y"-= a^a = [i'-ix, 

À - c*-x, ,}k = rf.r. c’- +-X = cVI -I .r ), 

a* + X = a® (I -r- SX), D), = p(n-■ u s.® ) (n-te ) = 1».,.. 

On obtient pour Dx la même expression D.^. que pour les ellip¬ 
soïdes homogènes. Nous retrouvons de même pour P, Q, R 

—,= r /tlx 

®’'Z Za(l-h te)D,,:’ J^(i-h fxjDx’ 

— = f 

2’î./ J^(l-i-X)h,.r' 

On aura, d’après les formules (Sq), pour &>% 

(i^°) ‘0®= P —aR= Q — 



( 46 ) 

(47) (48) 
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^/=X 


r sdx . r dx 

~ J ~ J 

r tdœ r dx 

- r / \ ( î -h u: ) ci 

~f ~ J„ ( 


(n-j-)D.,. 


I —H X } dx 


Les valeurs do dilleront do celles trouvées pour les ellip¬ 
soïdes homogènes en ce que nous avons œ et r au lieu de 6^ el ( 
dans ( 5 i). Dans ( 52 ) il j a le pi'emier terme de la parenthèse eu 
plus, il s’annule si nous faisons s et û égaux à g et t, et nous retrou¬ 
vons la fonnule (62) du tome IV, i®*‘ fascicule. 

L’équation de condition s’écrit immédiatement d’après (4o) 
divisé par yL ou directement par ( 5 o) 


i_i)R = o, r-’ —O =(> —t)1 !. 


On voit qu’elle ne dépend plus que du rapport des axes et non 
des axes eux-mêmes, de la forme des surfaces, et non des dimen¬ 
sions. 

Ou il encore d’après ( 44 ) 


i' —<^) /• ■ .ç —/ i/.r 

•>, T:y' , /^( I h SX 1 ( 1 - ! - f.r ) D.,- 


l’équation de condition s’écrit alors 


( I -I .ç.r)I i -f- Ar ) i H“ x J I).,. 


(lelt(‘ condition était unique pour les ellipsoïdes homogènes, 
le! la condition ( 55 ) doit être vérifiée pour tous les points de la 
masse, car l’intégrale dépend de la position du point. 

Si f(dlipsoïdo est lioinogène, les surfaces de niveau sont liomo- 
tlièll([ues, on a partout 

y : : 7, / - - T, S - / (J - T. 


Celt(‘ dernière expression est en facteur et l’on a deux soin- 
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uons d„t,.o,es. 


(56) 


’ A 


X'fe 


-sx)(l. 


~ tx ) 


- —L__l 

I + 3 ?] ü;; 


dx = 


O. 


trois axes ou do I.r 1 ellipsoïdes à 

lo^uX;:) du d'«,«iUb,e.‘^C-es. 1 . 

pour tous les points oi ^ >' ®e’^tlre en deux solutions distinctes 

-ïdos de rizi 

domontré dans la première Partie fondamental, 

’“(i" e‘r “7““ XXl'uX” 7 3“.'''*'"™®“' 

toutes homo'tWt ^ertrs 

tioM (56). Mais Ü II ° 7 >“ Jou* t»!"- 

«Ire consetvdo, ne seraitX'r’ifa" tlouble eu « devrait 

focaux, comme on le verra cen,^ ellipsoïdes homo- 

soïdes semblables. * <ï 1 est incompatible avec les ellip- 


Lfo^^re'ïsionde'^lTfp::*^ eUipsoïdes. - 

a 


( 5 ?) 


(n-a;)(i -f-îa;) D„' 


pour (7 la couche où s est maxi ^ ^ surface. Prenons 

ments d’intégration s —cr^ 'mum. On aura pour tous les élé- 
Ilfaut donc ® P*“® est une constante; 

seraient négatifs et <5gaIemrnT\lTut dL^^d’intégration 
(5S) 


^<1, 


aî <•> 


ï <a. 


foa seconde équation fSi) on / a 
L’axe de rotation y est donc le Jl ^ 

couche de niveau où c four^ p pctit des trois axes sur la 

niveau, ou les surfaces 6c,ulno /, r^'”““- de 

1 P tentielles, ne peuvent pas se couper. 



CHAPITRE VI. — ÉTUDE GÉNÉRALE DES FORMES ELLIPSOÏDALES. 78 

Si l’axe de rotation est le plus petit des trois axes sur une surface 
il doit l’être pour toutes. 


73 . Théorème de M. Hamy. — Dans Véquilibre relatifs 
les couches de même densité d'une masse hétérogène ne 
peuvent pas être ellipsoïdcdes. 

La formule qui exprime la rotation eu peut s’écrire 
0)2 = P _ Tr = P —sR, 0'S=^. 

a- 


Cette quantité doit être constante dans toute la masse. 

On aura donc, en tout point et pour toute variation de 

ces coordonnées, 

( 59 ) = dŸ dK — R ^ — R (icr = o. 


En elfct P et R, d’après (i6), sont fonctions de y, z unique¬ 
ment par la limite u de la troisième intégrale. 


âP du ^ dP du ^ ùP du , dP , 

= -J- -H -r- r-dy-h -T- t-= -r-dii. 

du àx du dy '' du dz 


du 


D’après les formules ( 25 ), qui donueiu/^|- el on aura 

( 60 ) f ( -) du — H dn = O. 

La valeur de du est donnée par la différentiation de (2), et 
s’écrit, d’après la valeur de H ( 33 ), 

... dx y dy Z dz 

(61) B du ~ 2 ( —;- ■+■ 'YZ -^ - 

^ ^ \ a~ -h II b~ U c -^ U 


Considérons un déplacement de x, jy z sur une couche de même 
densité. Les axes a, y et œ restent fixes, donc d(j = o, le 
second tenue de riw- est nul. Il faut et il suffit que le premier le 
soit aussi. 

Considérons un déplacement tel que dy^o^ parallèle au 
|)lan/rOs, nous aurons, sur la couche considérée, d’après (10), 
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Porlons ceUe valeur de xdx dans Fexpressioii (6 ï) de du^ 


( 62 I 


B du = - 


2 ,s dz ( a- 
a- \ a- -1- U 


r- -f- U 


)• 


Celte valeur portée dans diù- donne, pour la variation sur la 
surface considérée, le long du déplaceinent ds considéré 




= 




dz 



a 2 

-h U 


/ Ht)„ 


) 


B et D„ (8) sont des quantités essentiellenieut positives. Tous 
les éléments de l’intégrale sont donc positifs. On no peut avoir 
gj [oyg {gg éié^guts d ’ i n t ô g 1 '31 i O II sont nuis, c’esl- 

à-dire 

.. == t ^ Y- . 

<nr“ -h II c- H- U a'^ — c2 ’ ^ ^ Y" j. 


La didérence des carrés des axes doit être constante. Les ellin- 
soldes doivent être tous homofocaux. 

Portons alors ces valeurs dans l’expression (6o), le premier 
terme s annale identiquement. Il reste da = o. Le rapport des 

homothét- être à la fois homofocaux et 

. 

Je s-icm dSprés (6„) ’ ' 

J , Va-j -I- „ ^;rz 


fij' 


Ov 


du 

dx 


du 
■ dy 


lll 

Dn 


'erihe que la dernière parenthèse .est nulle 


e d'après (33) 

Ihms le cas dT/'ir '''' P*’®""'"'’'* ¥ == «■ 

'oit facilement ''^^'olutio?i, avec b~a ot p = jt. 

'I""' ''êplace„ie„t2et r s 'T'" 

J ! sur la couche considorc'e. 

' L Expressions en onr,r,Ar. 

■vitesse de rotation en latitud polaires. Variation de la 

®- ün aura une roprésmitatioii plus 



CHAPITRE VI. — ÉTUBE GÉNÉRALE DES FORMES ELLIPSOÏDALES. 75 

claire de la variation d^e w qu’avec les coordonnées cartésiennes 
y, JS, On éliminera j\ on fera cp constant et l’on prendra la variation 
par rapport à la distance angulaire 6 ' au pôle. 

On obtiendra de la même façon qu’au n^' TSla variation de w par 
rapport à 6 . Il suffira de faire dans (6o) t3?a' = o, le déplacemeul 
avant lieu sur la surface, et d’indiquer que la dérivation a lieu uni¬ 
quement par rapport à 0 , 

. . g- 7“ y ()u (tp 

6^0 a- \a--yu n J 7)\) 1)/^ 

H faut calculer*^’ - L’équation des ellipsoïdes de niveau et celle 
qui détermine a, (lo) et (2), s’écriront en coordonnées polaires 
sin^Ôsin^s sin^ Oeos-o ces-6 i 

( ) -;- -r-;^- ■+• - 7 —* == . 5 

(ji yt /-i 

sin- 0 sin - G sia- 0^ cos”’ o ces^ 0 i 

-L -I-i. - 4 --= -— . 

U H- U c- -H U 

En éliminant r et prenant les dérivées par rapport à ^ on a 
iiuniédiatcment, u étant fonction de 0 , 


si 11 0 cosO 


sin - 0 cos^cp 

C0S2 f) 

] àii 


{ù--y K.)- 

{c- -4- Il r 

1 <)(\ 



CO s’- Cf. 

^ \ 

/siir'cp cos’fp. 

[v'=-(- il 

h -h II ( 

' - 4- Il J 

V *■ P'- 


l^a parenlhèse du ju'eiuier inenibn; es! égîile à — d’après ( 33 ) 

el (di), 73 . Li* crochet du siicond lueinhia*, d’après ( 66 ), en j 

lamiplaçanl cos ‘‘0 par i — siu- 0 , se réduit à rexpressioii suivante 
divisée par sin-(?, 


i CvH 1 -TTT - 

r/O x'r- 


c- -t- « y 

f V.- 

R i)// 

CO 10 

7^ S ' 

ï' 

; valciu' 



f 

col 0 / 

■’ « 

\ -4“ 7/ 


I r 

y- 6*2 -H U 


U J B Du 
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On obtiendrait de même une autre formule analogue on etj 3 ^. 
Pour les ellipsoïdes homofocaux, la première parenthèse est nulle 
et l’on a (ico-=o. La vitesse de rotation doit être partout la même 
sur une même surface de niveau. Les couches d’égale densité 
devraient tourner chacune d’une seule pièce, pour réaliser les con¬ 
ditions d’équilibre des ellipsoïdes homofocaux. 

La quantité sous l’integrale n’est pas un carré parfait comme 
dans ( 63 ). On peut montrer néanmoins qu’elle est toujours posi¬ 
tive et que la vitesse de rotation, dans les autres cas que les 
ellipsoïdes homofocaux, et sur une surface de niveau, doit vaiûer 
en raison inverse de d. signe —, c’est-à-dire décroître du pôle à 
Vèquateur, On remarque que pour le Soleil, Jupiter, c’est le 
contraire qui a lieu. La vitesse de rotation est plus grande à 
l’ôqualeur qu’aux pôles. Les surfaces de niveau de ces astres ne 
peuvent pas être ellipsoïdales, et doivent s’en éloigner davantage 
que si ces astres tournaient tout d’une pièce. 

En multipliant la première des équations (66) par et 

la retranchant de la seconde, on a 

(69) / _ï!_\ 

^sin-Bcos^o/ .^2 

p- \ à- 4- If c- U 

On voit ici que les deux parenthèses du premier membre sont du 
même signe que la troisième, car autrement on pourrait trouver 
un point, sur la couche considérée, et une valeur de cp, telle que 
les deux membres seraient de signe contraire. L’expression (68) 
est donc toujours positive, les deux parenthèses ayant toujours le 
même signe. On ne peut donc jamais avoir rotation en bloc, 
ou G est une nouvelle démonstration du théorème 

du 73 . 

En remplaçant la seconde parenthèse de l’intégrale (68) par sa 
valeur cl-dessus, on obtiendra sous le signe somme, en supprimant 
le facteur commun sin-ô, 


sin-tp 1 


Y' \- cos^e i 

r- \ 

( 

t \ 

\ 

éï “ -i~ U 

C"H- uj p2 \ 


4- U 

-h a 


On aurait un carré parfait seulement pour cosep = o. ou y = o, 
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c’esl-à-dire pour la variation de la vitesse de rotation sur le plan 
yOjc; comme dans le numéro 73 . 

11 en serait de même dans Je cas des ellipsoïdes de révolution 
avec (3 -- a et 6 = a, alors 9 disparaît et (68) devient 


4- f 

——s in 0 cosO 


7 . 3 . Variation de la vitesse de rotation en profondeur. — Nous 
prenons 0 et cp constants et r seul variable. En prenant la même 
formule (60) qu’au numéro 73 pour co-, et en indiquant la déri¬ 
vation par rapport à on aura 

ch ! a- y- \()u dp 

dr ~dr a- ?/. c--hii) cJr 

D’après (66) on aura pour 0 et 9 restant constants, 

[■sin-Osiu-9 _ sin^Ocos-cp^ cqs-6 âu _ 2 
L («■’ -H Zi )- Il )'^ ( H- U )- J ()r 7*3 

En multipliant les deux membres par /*-, on peut écrire celte 
vabuir 

r y 

^ ^ [ (^7- -+- ?/ 1 “ ( /> - -h // j- ( r- -4- U i" 1 <)/• r ’ àr r 




■r' ^ 

1 

c- -\-iij 

' / BD,* 

CT ^ 

J '^P 

c- H- Zi y 

'/•BD„ 


Ou aurait une autre; formule en rot 6-, eu partant de ca-=: Q — tR. 
P()ur I(;s ellipsoïdes homofocaiix le second membre est nul. On 
peut tirer de (7:^) les mômes conclusions que plus haut, co- varie 
en s(‘nis inverse de cr et réciproquement. 

Remarque L —• La valeur de la variation le long du grand axe 
peut se déduire de (7^^)* ïl suffît d’y faire = x ■=■ a, et de remar- 
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quer que l'on a sur Taxe considéré 

O Ts 4;- 1 

<73) B = ,-- = et ~ I 

Remarque IL — La formule (72) remplace la foniiule (i 4 )î 
de ma thèse, qui contenait une légère erreur. Cette erreur était 
d’ailleurs corrigée en note, à la fin du même travail, Journal de 
Maihèmathiques pures et appliquées, 1912, p. 464 * Dive a 
plus tard relevé cette erreur dans Archives des Sc. phys. et nat^ 
de Genèoe^ P* supplément, sans s’apercevoir qu’elle 

était déjà corrigée. 


76 . Ellipsoïdes homofocaux et ellipsoïdes homothétiques. Ellip¬ 
soïdes limites. — On a déjà vu au numéro 74 que la vitesse de 
l'otation doit croître de l’équateur au pôle sur chaque surface do 
niveau pour assurer l’équilibre hydrostatique, au moins dans le 
cas où les surlaces de niveau coïncident avec les surfaces d’égale 
densité et où les surfaces sont de révolution. 

Pour la variation de la vitesse de rotation en profondeur nous 
distinguerons deux groupes ellipsoïdes^ séparés par les (dllp- 
soïdes homofocaux et les ellipsoïdes homothétiques. 

Dans une masse hétérogène, où les surfaces de niveau seraient 
toutes homofocales, l’aplatissement tendrait vers l’infini au centre. 
On peut admettre que l’aplatissement ne peut pas croître plus 
vile de la surface au centre, et que c’est un cas limite. Entre les 
surfaces homofocales elles surfaces homothétiques, où l’aplatisse¬ 
ment serait partout le même, on aura un groupe d’ellipsoïdes où 
1 aplatissement ira en croissant de la surface au centre. Au-dessous 
des ellipsoïdes homothétiques on aura un autre groupe on l’apla¬ 
tissement décroîtra de la surface au centre. Dans le premier 
gioupe, les rapport des axes au plus petit, cr et r, diminuent de la 
.^urfoce au centre. Ils sont nuis au centre pour les ellipsoïdes 
homofocaux. Us sont constants pour les homothétiques, lis 
augmentent de là surface au centre pour l’autre groupe. 

Si les surfaces sont homofocales. l’intégrale de la formule ( 72) 
esi nulle. Celle formule devient 


\lV) 


^ ï> 

dr 
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7 ^ 


Or, comme o- décroît à partir de la surface^ on aura 


Jr 


> 





La vitesse Je rotation croît de la surface au centre. 

Pour les surfaces homothétiques on a da = o et la formule (72) 
devienl 

,,5, ^ 4 n/ Ç" l -Ç- \ (./p 

ilr \ 0 L--+- U c--h U / 

Or la parenthèse est toujours positive ( 1 (‘ o à r et •<<). On 

a la même conclusion. La vitesse croît luicore de la surface au 
centre. Il en serait de même pour tout le premier groupe situé 
enti'e les deux. 


77 . Conclusions. Loi de Clairaut généralisée. — Considérons 
luaintenanl le second groupe, en dessous des homothétiques. Les 
rapports des axes ex et r décroissent du centre à la surface. On a 

('/a (h 

'T < ^->5 r < C, ^ == • 

fh’ tir 


Dans I’(‘xpr(\sslon de la vara'atioii <!(* o»- sur 1(‘ ra\on \ (îel(Mir 
tir (//' y.- J \ tt‘-hn e* 4 - // ) /■ Ht),, ’ 


Iii preniicM* lenm^ du s(‘cüu(1 m<‘nil)i’(^ (‘st positif, h) second au con¬ 
tra iia* est négatif, (‘t r/ro- ])()nrrait s’annuler. Ou îuirait alors 




,) 


\\ , LÜ/ _\ 4 

</r y- c- 4-r// /■ ru ),/ 


( )r ail \()isiiiag(' d(‘s (dlipsoïd(*s hoiuothéliques, on 0 . 

I)'aiilri‘ [lai'ton a vu, d’après la variation en laliliido, que la vitesse 
sur uiit‘ coiudie doit toujours croître du ])dlc à l’équateur. Déplus 
pour l’(4|iiilil)r(‘ liydrodMiamiqne, la vitossiï de rotation doit être 
la même à la iriéim* distance de l’axe de rotation. Par consé(|iient 
la viless(‘ di' roi a lion doit toujours être décroissante du (centre à la 
surface, dans l(‘ cas où l(‘s surrac(‘s de niveau coïncidiait avia: les 
stirfacivs d’egah^ d(‘nsilé (‘t où i’iMiseinl)le olxul aux lois de Flivdro- 
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dynamique. On a donc encore dans ce cas ^ < o ei cette expres¬ 
sion ne peut pas s’annuler. 

En tout cas dans l’équilibre relatif, avec rotation en bloc, rfw- = o 
nous aurions des figures voisines des ellipsoïdes, auxquelles les 
résultats s’appliquent pratiquement en première approximation. 

On aura donc 


(77) 


ch 

dr 




comme dans tout le second groupe considéré. Les aplatissements 
seront toujours croissants de la surface au centre. Ce sera une 
généralisation d’un théorème de Clairaut^ qui avait été établi 
seulement dans le cas des faibles vitesses do rotation et des faibles 
aplatissements. 

78 . Dans le mouvement permanent, si les surfaces de niveau 
coïncident avec les surfaces d’égale densité, elles ne peuvent pas 
être non plus ellipsoïdales. Calculs de MM. Wavre et Dive. — 
C’est l’extension du théorème de M. Hamy (u® 73 ), au cas du 
mouvement permanent. C’est un cas plus général que le précédent, 
mais où la variation de la vitesse de rotation o) est limitée par la 

relation = O. 

oz 

Or, dans ce cas du mouvement permanent, les surfaces doivent 
être de révolution. On peut ne considérer la valeur de co que sur 
1 ellipse méridienne et faire = o pour simplifier. On pourra 
écrire l’équation de l’ellipse, où se trouve le point considéré ( lo) 

Celle valeur portée dans l’expression (a) qui donne ii peruieltra 
d exprimer co- en fonction uniquement de 5/, œ elx-. La limite oc peut 
se remplacer par y, en supposant la densité exprimée en fonction 
de cet axe. En développant alors la valeur de w- ( 4 ^^) suivant les 
puissances successives de on aura une expression de la forme- 

^78) Y) H- CT, Y) + y) -4-. • • • 

D après la condition=0, la vitesse w- doit êlre uniquement 
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fonction de Il faut donc que toutes les fonctions y, qui résultent 
d’intégrales de o à y et de y à i, soient des constantes. Or la première 
fonction/(o*, y) traduit la relation générale, qui donne le rapport 
(T des axes pour une couche quelconque y. La seconde fonction 
y(cr, y) donnerait une autre formule exprimant la même rela¬ 
tion^ etc., ce qui est impossible. 

On retrouvera l’expression correspondant à (78) dans les calculs 
de seconde approximation de ma thèse et qui contient le premier 
terme du développement en x- (n® 1 S 6 ). En y ajoutant la con- 

dition ■=±:o^ que j’ai démontrée plus lard, on pourrait en tirer 
la même conclusion. 

Remarque L — On ne peut pas tirer directement de (G 3 ) la 
condition ^ = o; car dans cette formule on considère un dépla¬ 
cement ds sur une couche déterminée^ et le dz correspondant. 

Remarque 11 . — M. Dive dans sa thèse (n^ 80 ) donne une démons¬ 
tration de ce théorème en parlant delà condition = 0. Comme 

celte condition est générale et doit se trouver réalis(‘e en chaque 
point, il en déduit que Ton p(n.it écrire dans les mêmes conditions 

()u)~ ()- 

<)z " Osàz ' (Jzâs ’ 

la (lériNatiou pîir ra|)porl à 6‘ (Uant prise sur uno surface de niveau, 
comme au n" 73 . Après d’assez longs calculs il retrouve donc 
comme condition celh^ (ju’il a introduite ci-dessus, c’est-à-dire 

—O, la formid(‘ (GG) de sa tlièse étant la même que (e6). 11 
às 

relrome donc la condition (G 3 ) du 11“ 73 ci-dessus et la même 
impossibilité, les surlaces devraient être à la fois bomofocales et 
homodi('‘l,i(jues. Il ne semble pas d’ailleurs que les dérivations 
suivant s (‘t j soient indé))cndaiilcs et puissent s’intervertir, la 
variation suivant ,y étant liée à la surface d’égale densité, comme il 
<‘st indiqué à la remarcjuc I ci-dessus. 

M. Wavre a démontré que, vers le centre, les surfaces d’égale 
densité coïncident toujours avec les surfaces de niveau à la limite. 
Pour rendre les calculs possibles, il a admis en outre que celle 

Al'lMiLf.. — IV l‘Jj. 
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coïncidence des surfaces pouvait se trouver réalisée sur la surface 
extérieure dans le cas de couches ellipsoïdales et sans que la con¬ 
dition-^ fut réalisée. Mais il est facile de voir que si la coïnci¬ 
dence est réalisée à la surface extérieure^ elle doit l’être dans toute 
la masse, jusqu’au centre, d’après la loi de raccroissement de pres¬ 
sion dp^gp dr. D’ailleurs si la condition delà démonstration Dive 
ci-dessus est réalisée à la surface, ou bien la condition ((3o), elles 
entraînent des conditions d’incompatibilité pour toute la masse, 
surfaces à la fois homofocales et homothétiques. Dans aucun 
cas, la surface extérieure de nweau ne peut être une surface 
égale densité, si elle est ellipsoïdale, et réciproquement, 

A la suite des travaux de M. Wavre, M. Dive, dans sa thèse, avait 
fait cependant cette hypothèse simplificatrice à la surface et 
cherché les lois de variation de qui conservaient, à l’intérieur, 
la forme ellipsoïdale d’une couche d’égale densité. 

Or admettre la coïncidence des couches d’égale densité et d’égale 
pression, à la surface comme au centre, c’était l’admettre partout. 
On comprend donc que M. Dive ait dû retrouver simplement les 
résultats du second chapitre de ma thèse, où, à la suite de M. Hamy, 
j'avais fait la même hypothèse de la coïncidence des surfaces. Par 
malheur, ces calculs et résultats forment plus de la moitié de la 
thèse de M. Dive. 

Remarque. — On verra, au n“ 1)7, que l’expression est nulle 
en première approximation. On pourra donc alors regarder la 
condition hydrodynamiqueo, comme satisfaite partout, tà la 

seule condition que soit assez petit. L’approximation dépendra 
seulement de comme dans le cas de l’équilibre relatif, et 
1 erreur sera complètement négligeable pour la Terre. On pourra 
donc considérer les calculs faits dans l’hypothèse d(* Glairaut, en 
première et en seconde approximation, coinuie valables, pour des 
surfaces ellipsoïdales, en admettant que la vitesse d<.‘ rotation N arie 
(lanb des limites assez larges, de l’ordre de sa pinqu'e grambnir. 
Nous allons voir d ailleurs que les couches ialernes restent sensi- 
blemeiU ellipsoïdales, pour ii’imporle quelle \itess(‘ d(‘ rotation. 
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79. Le Problème posé. Sa solution. — Ou a vu dans le premier 
fascicule de cet ouvrage Uévoluliou complète d’une masse homo¬ 
gène, depuis la sphère, jusqu’à la figure d’un disque aplati. La 
figure d’équilibre était ellipsoïdale et d’étude r(dativement facile. 

Pour la niasse hétérogène, on a démontré au chapitre précédent 
que la figure ne peut pas être rigoureusement ellipsoïdale, ce qui 
complique h» problème. J’avais déjà pu montrer du moins d'ans ma 
tlièse que la figure de la mas.so hétérogène reste comprise entre celle 
de deux ellipsoïdes homogènes. Nous verrons de plus ici que cette 
ligure reste scusiblemeut ellipsoïdale, et que tous les calculs relatifs 
aux ellipsoïdes peuveril lui èire ap[>liqués, avec une grande approxi¬ 
mation. 

On sait ([u’aux faibles vitesses, celle de In Terre et des planètes, 
les surfac'es de niveau sont rigourcusemoiit ellipsoïdales, en 
première approximation. Nous verrons par un développement 
analogue, pour les très grandes vitesses et les très grands aplatisso- 
menls, les ligiii’iîs d’équilibre redevenir rigoureusement ellip- 
soïdal(\s. On pourra doruî développer à partir do la sphère, ou à 
partir du discpie a[)lati, et l’accorder les deux développements, en 
r(‘gar(laut toujours les figures comme ellipsoïdales, ce qui rend 
possibhîs l(\s cahnils de tons les éléments que l’on désire connaître 
à uu(^ plias(^ qindeoinjini de l’évolution. 

r)ii va établir d’aboi’d nue généralisation reniarcpiable des deux 
llmltivs <i(‘ l’a[)latissemmit données par Clairaut dans le cas d(‘ 
fail)l(vs vit(‘ss(!s d(‘ rotation. Elles seront resserrées de plus on pln^ 
dans les cbafiilncs suivants. 
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80. Extension des deux limites de Clairaut, relatives à Paplatis- 
sement, à une masse hétérogène de vitesse quelconque. — Dans 
sa théorie de la Figure de la Terre, Clairaut avait établi deux 
limites fondamentales de l’aplatissement, qui ôtaient complè¬ 
tement indépendantes de la loi des densités à l’intérieur. En dési¬ 
gnant par cp le rapport de la force centrifuge à l’attraction, on 
devait avoir pour cet aplatissement e 


(0 


1 5 

-9 < e < 

2 4 


T I (0-R I 


La limite ~ cp ou correspondait à une masse homogène, la 

seconde ^9 ou ^ correspondait à une masse complètement con¬ 
densée au centre. Il montrait que les mesures connues alors 
n’étaient pas assez précises et ne cadraient même pas avec ces 
limites, pourtant assez étendues. 

Ces limites sont évidentes à première vue, car si l’on part de 
l’ellipsoïde homogène et que l’on concentre d’une façon quelconque 
.ses différentes couches, jusqu’à la réunion de toute la masse au 
centre, on passera nécessairement d’une façon continue de la 

valeur ~cp à la limite ~ cp, et l’aplatissement sera nécessairement une 
de ces valeurs intermédiaires. 

Nous pouvons aller plus loin et préciser que la figure d’équilibre 
d’une masse hétérogène sera toujours comprise entre celle d’une 
masse homogène, qui est un ellipsoïde de révolution et celle cor¬ 
respondant à une masse centrale, qui est appelée figure de Roche. 
JEn effet en concentrant, comme ci-dessus, la masse homogène 
d’une façon quelconque, la surface équipotenticlle, qu’est la sur¬ 
face extérieure, passera elle aussi d’une façon continue, de l’ellip- 
.soïde de révolution à la figure de Roche correspondante. La figure 
d.’équilibre d’une masse hétérogène sera toujours comprise entre 
ces deux figures, bien définies. 

On peut d’ailleurs définir la valeur de cp pour les ellipsoïdes 
homogènes de révolution et montrer que son rapport avec l’apla- 
.tissement e varie très peu quelle que soit la vitesse. Eu effet la vitesse 
•de rotation co est reliée à la fonction l, et au rapport dos axes de 
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rcîlUpsoïde ( ') par la relatlou 

_ to- (3-H/^) arc rang/— 3/ „ — 

( I )' /i = -7“ = -TH-5 - 

■ ^ 2 %/p /•* C- 

Poiir dos valeurs très petites de w ou do Z, on a et le 

8 

second membre se réduit à — e. Dans ce cas, raltraclion F se 
rôdait à |7r/p7', et l’on a pour cp la valeur de la limite de Glairaut 


En écrivant la valeur générale de F, on aura, pour la valeur 
générale do cp, 

__ co-r __ (3 H- /*)arc tang/ — 3/ 

^ (1-4-^*)arc tang /—l 


On voit facilement ([ue cette valeur est toujours croissante avec l 
et l’aplatissement 6% depuis sa valeur initiale jusqu’à sa valeur 

finale i, pour Z infini. Ou en conclut ce théorème très important 
que, dans une masse homogène, la force centrifuge ne peut jamais 
égaler l’attraction, sauf quand la masse est complètement aplatie 
en un disque. On verra (|u’oii a le même ihéorème pour une masse 
hétérogène quelconque. Ou nepeutpas admettre le fractionnement 
d’un astre, et la formation des astres par simple accroissement de 
la rotation, à la suite de la contractiuu. 

A la limite d’aplatissemonl du disque on a donc e = i et e = cp. 
Le rapport de l’aplatissement e et cp reste donc compris, pour une 
masse homogène, entre les limites assez étroites. 


? 4 


:> e 


l^a variation de ^ ir est que de depuis la sphère, pour de très 

faibles vitesses, jusqu’au disque très aplati. O’est un phénomène 
très rcmanjuable, (pu sera très utile dans la suite. 


(‘) Voir le fascicule de ce tome 4 du Traité de Mécanique ratioruielle àç. 
P. Appcll, sur les Figures d'équilibre d'une masse homogène en rotation. 



86 


FIGURES D’ÉQUILIBRE D’üNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 


Dans le cas d’une masse complètement condensée, comme nous 
allons le voir au numéro suivant, l’aplatissement est toujours égal 

à valeur qui se confond avec celle de Clairaut quand 9 

est assez faible, c’est-à-dire quand la vitesse de rotation est petite. 

La jfigure d’une masse hétérogène quelconque étant intermé¬ 
diaire entre celle d’une masse homogène et celle d’une masse com¬ 
plètement condensée, son aplatissement e restera compris entre les 
limites 


( 3 ^ 


59<Ô 9 "^'’ 


< 7 ?■ 
-h <p 4 


Dans la première formule, les deux termes de gauche, en 9 , 
représentent les limites d’une masse homogène, ceux de droite 
représentent les limites de l’aplatissement d’une masse condensée. 

La seconde formule, absolument générale, comprend pratique¬ 
ment les mêmes limites que celle de Clairaut (i). Le dénominateur 
du premier terme varie seulement de 2 à 3. Elle est applicable 
à une masse hétérogène quelconque^ de forme quelconque, 
ellipsoïdale ou non, en toute approximation, dont la vitesse de 
rotation serait quelconque^ et cela jusqu’au inomeiiL où la force 
centrifuge égalerait l’attraction à l’équateur, c’est-à-dire pour 9 = i. 
Elle donnerait alors, pour la fonction yj de Raduu, la limite ^ au 
lieu de 3. 

Cette seconde formule et ses limites s’étendraient encore au 
cas de vitesses internes variables suivant une loi quelconque. En 
effet, si ces vitesses croissent du centre à la surface, les aplatisse¬ 
ments décroissent davantage encore vers le centre. Les surfaces de 
niveau se rapprochent de la sphère. Leur action devient la même 
que si leur masse était au centre. Alors i : c se rapproche de la 
seconde limite. Dans le cas contraire, les aplatissements tendraient 
à s’égaliser, et l’aplatissement tendrait vers la même limite que 
pour une masse homogène, qui est la première limite. 


81. La figure de Koclie dans le cas d’une masse complètement 
concentrée. — On suppose une masse ni sensiblement réunie eu 
un- poin^t, entourée d’une atmosphère étendue, de masse négli¬ 
geable, le tout soumis à une vitesse de rotation co. Soit r le rayon 
vecteur d’un point delà surface extérieure d’ordonnée l’axe O - 
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étant l’axe de rotation, la section méridienne de la surface équi- 
potentiellc, qui définit la surface extérieure, sera donnée par la 
formule 


(4) 


' . , J- 

- fo- .r^ f — 


/T’ 


‘ = .X- -H Z^, 


c définit le rayon polaire, pour .t* = o, r = c, et le second membre 
est la couslaiite relative à celte surface. Les surfaces équipoten- 
lielles internes seraient définies par la même relation. 

En désignant par le rayon équatorial, et faisant ;r=r = a 
dans ( 4 ), on obtiendra Texpression de raplatissement 

a — c I ^ , 

^ ^ a ” •>, f/)i (( a ^ 2 -f- 9 

Pour les faibles vitesses, ou a sensiblement c=a et -cp. 
c’est la limite de Clairaut. 

Si l’atmosphère, sans masse appréciable, s’étendait très loin, la 
masse tn et la rotation co élant données, on trouverait toujours une 
valeur de où Ton aurait cp = i. La force centrifuge égalerait 
l’attraction à l’équateur. Les particules resteraient en équilibre à 
cotte distance, et formeraient, dans le plan équatorial un anneau 
analogue à l’auueau de Saturne. Les autres particules superficielles 
glisseraient vers l’équateur. La masse augmenterait de vitesse en se 
refroidissant et sc contra cl an l et finalement tonte la masse se 
trouverait former un disque avec la masse ni au centre, le reste de 
la masse étant négligeable. La vitesse de toutes les particules 
suivrait la troisième loi de Képler. 

Vu début du phénomène de la libération des parlicuh^s, comme 
à n’iinporte quel moment ensuite, on a cp = i et la formule (5) 
donne, [)our le ra])[)orl des axes et l’aplalisscinent, 

3 ici 

(' () ) - c, r m - - = - • 

2 2 a 3 


la‘ rayon é((uaLorial est égal à une fois et demi le rayon polaire. 
Le rapport de e sur 9 , qui était ^ au début aux faibles vitesses, 

est devenu ~ à la fia, et a varié également très peu, de 


yi) 


ô < - < “> 

i O 2 


0. < ^ < 3. 
e 
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s’élenHo^™^ SI Ion considère une masse m, dont l’atmosphère 
une distance a et que sa rotation augmente, l’apIaLse- 

passe de - 9 a J®, moment où l’anneau commence à se 
lormer. 

l RoZ C " ‘‘ %»>■» 

■ apport e ; ,ora compris entre les limites de 

..mut. au début, an .oisineje de la sphère, c'est-à-dire entre I 

et 2 


(7') 


2 cp ^ 4 


fo.ttntifûsc™rel‘’ég,le!‘i'’racfi™ ‘"70“ 

Cl egaiei 1 altiacuon, formaHoii do l’anneau, 
I sera compris entre i, valeur pour la figure de Roche, et . valeur 
pour 1 ellipsoïde homogène 


(/) 


' ^ « 
3 ï 


i<^< 3 . 


début, ‘rrnrtat' it" ^ r 

aaiéme de s. râleur. D'aillear, 1, première ii.re'^sse''”;,,': 
façon continue de -, à I et 1. seconde de = à ,. p„s,„e liué.iren.ont 
°“Nour,r "''“‘T P"* d’kjpéfkole équilatérale d’après ( ô ) 

que.:„n;T“Vr.it:;rett‘^^^ 

commencement a l. r j ^ étroites du 

pus, comme d apres la remarque du paragraphe précédent, 
rapport, varie dmis le même sens et sensiblement de la même 

S°êtës' L'k f ■'»“ de... cas 

coneentriè on „êu ! T”“ “ ‘OmpUlen.ent 

qu’il en sera dê 7 ;! "uT "’ "T 

valeur du rapport e • a ent hétérogène quelconque. La 

apport c . 9, entre i/a et 5 / 4 , définira d’une façon pré- 
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cise la concentralion de la matière à riniérleur. De plus sa valeur 
élanl connue aux faibles vitesses de rotation comme pour la Terre, 
Jupiter, Saturne, on peut en déduire la variation probable de ce 
rapport au cours de révolution possible avec une première 
approximation très approchée. Pour la Terre la valeur de e : 9 est 
acluelloment 0 , 96 . Si elle se contractait indélininient, ce rapport 
s’abaisserait à 0 , 76 , au moment où la masse équatoriale commen¬ 
cerait à former un anneau, courbe EF figure i. 


Fig. I. 



82. Les figures de Roche sont sensiblement ellipsoïdales, celles 
d’une masse hétérogène à plus forte raison. Impossibilité d’un 
fractionnement. — La figure liinile de lloclie, à aplatissement 

maximum, cp , est atteinte pour a = ^ c. Prenons le petit axe 
pour iinité c = i et a= -^ * L’ellipse méridienne, ayant les mêmes 
dimensions, aura pour équation 

( 9 ) d . 7-2 ^ , '/.2 — X- H- G- = I H- - a'-. 

9 9 


1 Dans la ligure de Roche, à la limite, on aura, d’après la valeur 
(1(‘ cp donnée par (4) et (5), 


( 10 ) 


‘ifin ■ 


1 I 


'K 


2 _ J 


fm 


Désignons par cette valeur du rayon vecteur de la figure de 
Roche. Le rapport des carrés des rayons vecleurs des deux figures, 



()0 FIGURES D'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

ellipse et figure de Roche, (9) et (lo), sera 

^ 9 X 27 ^ r 

Cette expression égale à i pour .r = o et .2?= soi' les axes, a 
une valeur maximum pour Elle donne alors pour le 

rapport des deux rayons ^ =: i,o<). 

Le rayon vecteur de l’ellipsoïde de révolution, qui enveloppe 



complètement la figure de Roche limite, ne dépasse celui de celte 
fîgui'e que de 0,06, moins du dixième. Dans le cas le plus défavo¬ 
rable, la figure du Roche est encore ellipsoïdale à moins d'un 
dixième près. Il en sera de même, à plus forte l'aison, pour une- 
masse hétérogène incomplètement condensée. La figure 2 repré¬ 
sente la figure de Roche limite en traits pleins, et la méridienne 
de l’ellipsoïde voisin en trait pointillé. 

Au lieu de prendre un ellipsoïde qui enveloppe complètement 
la figure de Roche, si l’on en prend un autre qui coupe légè¬ 
rement la pointe équatoriale, en faisant a= i, 45 , par exemple, au 
lieu de i, 5 o, on réduit l’écart maximum à 0,04. 

D’ailleurs, les calculs de seconde approximation (Chap. XII), 
nous montrerons que la dépression, au-dessous de l’ellipsoïde, no 
peut pas dépasser 5 ™, ce qui repi'ésente seulement i 12000000^ 
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(la ruyoïi. Sur Jupiter, la d(‘pression serait encore inférieure au 
millième du rayon, avec un aplatissement égal à i/ia^ On peut 
(lire que prati(|uement, la surface d’une masse hétérogène ne 
8 "^écartera jamais de plus du centième du rayon vecteur de la 
figure ellipsoïdale . 

Il faut remarquer, en outre, que la figure de Roche est toujours 
conve:se, ne présente pas de point d’inflexion, par conséquent, 
qu’eZZtf ne se creuse pas^ et que nulle part il ne peut s’amorcer un 
fractionnement. On a vu qu’il en était de même pour la fameuse 
figure piriforme d’une masse homogène. La figure de Roche est 
un ellipsoïde légèrement aplati entre les pôles et Véquateui\ 

cet anlatisseiTumt étant inférieur à o,o6 — ~. 11 en sera de même 

^ i() 

pour une masse hétéivjgène. Ce n’est là, d’ailleurs, pas autre 
chose (|ue la déformation, (jul correspond à la première figure de 
bifurcation dans les (dllpsoïdes de révolution ou de Maclaiirin 
[voir premier fascicule, n“ 80 , remarque III). Le problème des 
figures de blfuiu'ation se trouve donc par là même résolu. 


83 . Les deux figures limites entre lesquelles la masse hétéro¬ 
gène reste comprise. — l^a formuhi (i)' donne la relation entre la 
foi’ine ({'(‘([uilihro de l’ellipsoïde homogène et sa vitesse de 
rotation, Ji (danl, uiu* fonction de / (*t des ax(‘S. lîn introduisant la 
masse, ou obtient la formule 



1 /expression h \/\ est toujours croissante avec l ou avec 
l’aplatissement. Sa valeur est égale à pour les faibles vitesses, 
( t ^ pour les grandes vitesses do rotation à la limite du disque aplati. 

Pour une masse qui se contracte, le moment de rotation wl doit 
rester couslaut. Son carré est égal à et l’on a, pour un ellip¬ 

soïde homogène, 


~ (7 J^ I -f- 


L’expression a/i y/i H-/-est donc une constante et permet de 
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délermlner la valeur du grand avo a en fonction de rapIalisscmeiU 
et réciproquement. (Voir fascicule 1 de ce tome IV, 23 bis,) 
Pour la figure limite de Roche, au moment où la force ccnlri- 
fuge égale l’attraction, la formule (o) pourra s’écrire 


(II) 


= 2 /’ 


Au mo^^en des formules ci-dessus, nous pouvons poursuivre 
l’évolution d’une masse donnée m et déterminer sa grandeur et sa 
forme à chaque instant. Pour la masse supposée homogène, la 
formule (i 3 ) permet de déterminer raplatissement correspondant 
au rayon équatorial a, et réciproquement. La formule (12) donne 
alors la vitesse de rotation correspondante. 

Pour la masse complètement concentrée, qui ne possède pas do 
moment d’inertie ni de inoiuent de rotation délini, nous n'avons 
pas de formule analogue à(i 3 ), mais nous prendrons la même 
masse nz, dont ratuiosphèrc possède le meme rayon équatorial fi, 
la même vitesse de rotation o). Alors (i 4 ) nous permet de calculer 
le c de la fîguro de Roche coiTcspondanl. Nous avons tous les 
éléments des deux figures limites cnl ro lesquelles la figure de la 
masse hétérogène est certainement comprise. 

En menant dans le premier membre les éléments communs aux 
deux masses, (12) cl (i4) poiirronl s’écrire 




(0- a-' 

7 ^ 



\/1 -4- r* 


2 


</ — c, 


c 


Au moment où la force centrifuge égale rattraclion, pour la 
masse complèlemenl concoiitr(‘e, le dernier membre de (i 5 )est 
égal à I d’après (6). 11 en est de même du second, ce qui donne 

= et^ = 2,98, pour les rapports des axes de l’ellipsoïde 

homogène correspondant, ou calculant A par approxi¬ 

mations successives. Le petit axe est donc le i /3 du grand axe. 
L’aplatissement est le double de celui de la masse complètement 

concentrée, où c est deux fois plus grand, c = L’aplatis¬ 
sement d’une masse hétérogène quelconque sera compris entre 
les deux. 

Ecrivons donc la seconde équation (i 5 ) au moment où se forme 
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ramieau de la masse concentrée, et multiplions les deux termes 
par a, en désignant, dans le second membre, celui de la figure 
de Roche limite par a',, 

3 _ 3 _ 

(le) - h \ I -h = I, - y 1 -I- == a\y 


La masse homogène va coiilinuer de se condenser, Pexpression 
ah\]\-\-l- restant constante. Finalement, quand la masse prend 
la forme dhin disque aplati, l tend vers l’infini, avec c —o,, 

et h \!I -H l- devient égal à d’après (i)'. Appelons a,, le rayon 
limite (lu disque de la masse homogène, on aura 

8 - , 4 . 

- ~ <'<^0 — 0 0 ^ e, • I 0 • 

Une masse homogène en rotation, qui se condense, aboutit clcnc 
finalement à un disque aplati, dont le rayon est un peu moins de 
la moitié de celui (Tune masse hétérogène supposée très concentrée. 
Une mass(‘ hétérogène quelconque aboutira finalement à undlsque 
intermédiaire. 

Pour les faibles vitesses de rotation, on avait 


(17; 


ah V 1 H- 


8 4 

ae — —r « 
I a I ) 


d’après ce que nous avons vu plus haut. Le premier membre reste 
constant, d’après ( i3) et devient égal a - ay a la limite du disque. 
On aura donc 

(S a 

i')7: «0 

a et cp étant les valeurs actuelles du grand axe de la Terre supposée 
homogène. 

A la limite de contraction, le rayon de la Terre homogène 
serait ()8o fois plus petit, soit 9^”’,7- La vitesse de rotation 
varierait en raison, inverse de ci‘^^ Elle serait /\62 0C)0 fols plus 
grande (pfactuellement. Le disque ferait o, 3 d tours/sec. 

Le rayon limite de la figure de Roche a\^ serait égal à et 

celui delà Terre hétérogène serait compris entre ce nombreel 9,7. 
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84. Oottiparaisoa des jB.giires limites aux faibles vitesses et faibles 
aplatis s ements. Loi de la constance de la différence des axes. — 
— La quantité du premier membre de (17), proportionnelle au 
moment de rotation, reste conslanle dans la contraction dbin 
astre. Donc tant que e est assex faible pour qu’on puisse négliger 
la quantité ae ou a — c, est constanlo. La différence du rayon 
équatorial et du rayon polaire reste constante, au début, de la 
contraction, dans une masse homogène. 

Il en sera de même pour la figure de Roche, car (i 5 ) donnera 

en multipliant par a, et développant - > 

(17)' «A /i 4- /- = I ^(a—c')~ c) Ti ! - ^ 

en négligeant e, on a encore a — c sensiblement constant. 13 ’après 
les valeurs de cp et a pour la Terre, ou trouve --17''"',7 comme dift'é- 
rence des rayons, si elle était homogène. En réalité la différence 
est de 21^"^. Dans le cas d’une concentration totale, la comparaison 
de (17) et (17)' donne 1 pour la différence aux faibles 

vitesses. La valeur réelle est bien entre les deux limites. 

A la limite do Roche ces différences seraient encore do 
pour la masse homogène, de 7^”’,4 pour la masse concentrée 
et 1pour la Terre, en admettant le même écart. La dilTérenee 
des axes aurait seulement diminué de moitié. 

On peut admettre alors que lerapportdes axes et des dilïénmces 
d’axes, reste le même pour une masse hétérogène quelconque et la 
masse homogène correspondante, on trouve alors que le rayon 
limite du disque serait de 12^”^,7 pour la Terre. Il est remarquable 
que la différence des axes de la Terre ne varierait que d(i au 
cours de son évolution, jusqu’à sa contraction théorique maximum 
du disque aplati, avec un rayon près de 200 fois plus petit. C’est 
une loi des plus précises de l’évolution de la figure de la Tcu're ou 
des planètes. 


85. Masse hétérogène limitée entre deux ellipsoïdes homogènes. 
— Nous verrons, au chapitre suivant, que la vitesse de rotation d’une 
masse hétérogène, en équilibre relatif, reste toujours comprise 
entre celle de deux ellipsoïdes homogènes de densité D et po> dmx- 



CHAPITRE VII. — ÉVOLUTION GÉNÉRALE DES FIGURES D’ÉQUILIBRE. tyS 

site moyeimo oi donsitô ccalralo de la masse lictérogène. Cela 
revient à dire que cell.o vitesse est comprise entre les limites 


(18) 





h étant donné par la l'orinule (i)'. 

En introduisant la masse, par la mémo formule que dans (12) on 
pourra écrire 


(• 9 ) 




2 

i fni 


po 

ïï 


h \ 


OU encore 


( :u) ) 


‘i f !)} 


h V i -h /- 


p,, 3 fin 


h v/1 


l\ 


en désignant par cio le grand axe de la même masse homogène, 
ayant la itioine vitesse do rotation, on aura, d’après (12), 

(211 uü < Yy «Ü, <! « < « < «ü • 

Le grand axo d’uuo masse hétérogène sera toujours compris 
entre ces deux limites. Pour la Terre D = 5,5 et po = 10 environ, 
d'après la loi (lies densités de Roche. La dernière limite sera égale 
à i,.22 a„. On aura donc la forme et les dimensions d’une masse 
h('‘térogène analogue, déterminées à un quart près. Le rayon du 
(lisf|u(‘ aplati limite serait compris entre 9,7 et liiniles très 

resserrées. 

La formule (ip) permet égalenieul de définir l’aplatissement 
de la masse hél(‘rogène et sa variation entre deux limites. 
Comme h y/1 h /- varie toujours dans le même sens, en désignant 
par et If les valeurs relatives à la masse hétérogène, on pourra 
écriiH^ 

ou encore, comme h\JP est toujours croissant avec l. 

i< rcocL 

86. Développement des formules pour les figures très aplaties. 
Nous avons vu au chapitre précédent ( 5 o) que la vitesse de rotation 
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pouvait s’exprimer par la formule 


(23) 



7 = 





nous verrons au chapitre suivant, que l’on a, dans le cas des 
ellipsoïdes de révolution, 


( 24 ) 


/^arclanff l - 

V ° 1-4- /V 



dp 


dp. 


R est donné par une formule analogue, qui nous est inutile, car R 
étant multiplié par o-, ce terme sera au moins du second ordre et 
négligeable, dans le cas des figiu'es très aplaties où c est très petit. 
On aura donc finalement une expression, où la force cen¬ 
trifuge G)‘-a, sera partout égale à rattraction air/Pa. Ce sera le 
cas limite du disque aplati. On fera le développement par rap¬ 
port aux puissances de - , où c tend vers zéro. I^a formule de 

première approximation, en négligeant supposera donc cette 
égalité de la force centrifuge et de rattraction. 

On aura successivement 


: 


a- — c'^ 


_ a — c- __ . O- 


c- -I- U ' 


U est défini par (2) du chapitre précédent 

arctang l = arc cotang-^ = — — arc tans' - — — — d ... , 

^ 2 ^ l >. l 

En réunissant les deux premiers termes sous la meme intégrale 
et négligeant on aura 


(26) 


_ 

2Tzf 


= ^ f -dp -2 f 

2 J, a a 


U. c 


Le premier terme du second membre est une constante, qui 
définit la vitesse de rotation coq au centre. 
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87 . Les figures redeviennent rigoureusement ellipsoïdales, 
pour les figures très aplaties et les grandes vitesses, comme pour 
les faibles vitesses. — La seconde intégrale de (26) dépend de 
la position du point considéré, par la limite a de Lintégrale et 
par le paramètre u défini par Téquation (2) du chapitre pré¬ 
cédent. lyà valeur de a définit le rayon équatorial de la couche 
sur laquelle se trouve le point, et u dépend de ses coordonnées 
y, Cette seconde intégrale définit donc la vitesse de rotation en 
chaque point, pour que les surfaces de niveau soient rigoureu¬ 
sement ellipsoïdales et coïncident avec les surfaces d’égale donsili', 
d’après les calculs du n'* 86. 

Calculons cette valeur de c.)-, sur Taxe de rotation. D’après la 
formule (2) du Chapitre VI, on aura sur cet axe 0 et g’” c--f- u, 
La formule (26) devient 



Or y étant le petit axe de la surface, .où se trouve le point 
considéré de vitesse co, on a <C y, et l’intégrale est un infiniment 

petit du second ordre en - ou négligeable par hypothèse, 
dans la |)remièro approximation. 

lîn pr(‘inièr(‘ approximation, la vitesse d(‘ l'olallon n(‘ dépend 
donc pas de la composante z suivant Taxe <le rotation. On a donc 
alors : ~ C/est précisément la condllion h}drodynamique 
n(‘cessaire cl suffisante pour ([ue, dans 1<‘ nionvumunit pennanent les 
surfaces de niveau coïncidcnlavcc les surfaces d’(‘galo densi lé( n‘’ 4 ,' 8 ). 
f^es surfac(*s elli|)soïdales r<‘mplissent donc toutes les conditions 
pour étn^ surfac(‘s de niveau et d'é(|uilil>re, au voisinage dt^ la 
figure du dls([ue aplati, pour les grandes vitesses de co et les grands 
aplatisscmumts. 

Clniraut, puis Laplacc, avaient déjà établi ([ue pour une masse 
liétérogcmy tournant lenteniont, et voisine de la sphère, les 
surfaces de niveau, en première approximation, devaient être des 
ellipsoïdes h^gérement aplatis. Ce sont encore des ellipsoïdes, mais 
très aplatis à faulrc bout (h^ révolution. Dans Lintervalle la figure 
ne s’éloigne pas d’un centième de celle de l’ellijisoïde. 

On pourra donc faire les calculs complets pour l’étude de la 


APPKI.I-. — IV (2). 
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figure de la masse hétérogène, au moyen des ellipsoïdes ou parlant 
des deux extrémités, la sphère et le disque aplati, et en les l'accor- 
dant au milieu. Le point de raccoi'd sera précisément la figure 
limite de Roche, où raplatissèment en partant de la sphère, 
serait compris entre 5 et comme on l’a vu au 81 , alors que 

le rapport des axes ~ , pris comme paramètre, en partant du disque 
aplati, serait également compris entre les mêmes limites. 


88. Vaxiation de la vitesse de rotation du centre à la surface. - 
Il suffit donc de considérer cette variation sur l’éqnateur. On aura, 
avec 3 = 0 

x~ 

( 28 ) —- I, U = X- ~~ a- H- c- = a?-— r/-. 

K 


J^a dernière valeur est obtenue en négligeant c- devant a-, c’est- 
à-dire un terme du second ordre. En romplaeaiU dp par sa valeur 


en fonction de c’est-à-dire ^ da ou pV/r, on aura 


àa 


(29) 


- 2 r' Ilp' da. 

9.r.f 2%f 


La vitesse do rotation est bien uniquement foncliou de la 
distance x à l’axe de rotation (formule du iV* 48 ). 

Le second terme est toujours négatif. La vitesse de rotation doit 
toujours être décroissante du centre à la surface, où elle sera 
minimum. 

La formule (29) donnera donc la valeur finale de la vitesse de 
rotation des différentes couches, quand la masse sera réduite à un 
disque aplati. Elle sera encore vraie pour l’équilibre final, même 
si la masse continuait à tourner en bloc jusqu’au moment on 
la vitesse superficielle co, permeUrait à la première couche de 
rester en équilibre, en réalisant l’égalité de la force centrifuge et 
de l’attraction, égalité qui serait réalisée successivemeul par les 
autres couches dont la vitesse de rotation continuerait à augrnenhu' 
par la contraction. 


89 . Application de la loi des densités de Roche. — Pour nous 
rendre compte pratiquement de la relation inlroduito par (29) 
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entre la vitesse de rotation co et raplatissenienl défini par -, il 
faut introduire une loi de densités donnée, qui peinnette de pousser 
les calculs plus loin. La loi la plus simple est la loi de Roche 

P=P"(i-/c~), ,/p = ‘^da^-2kp,±da, 

où pli osl la densiu'- ceulralo, /,' ■< i un coefficient constant, ci[ le 
rayon équatorial. Dans la première intéj^rale de (2(à) en dp, limite 
de O à t, il faut avoir soin d’ajouter la conslanto relative à l’ellip¬ 
soïde de surface, méthode de M . llavny (n" 6S'). On aura 


( 311 





« i J, 


i'dc- — a - - cia. 
a 


Prenons maintenant pour la variation^ des couches intérieures 
uuelorniule analogue à celle de Roche, ^ étant également croissant 


(32) 



La première intégrale, avec le lorme ('onslant, nous donnera la 
vilusse (le rotation centrale 


,:n, pd'-^-—7-1- 

2 T.J '> \a / ] [ 2(1 — k ) J 

Intégrons d(.i in(Uii(‘ l(‘ leruie (ui :? dans (i>^7), ou aura 

' ' üliÿ' "/• “ L j, (■ - 3 Ü7 } ü| ’ 

comuui V (‘Si (le l’ordre (1(^ r, le cl(‘rnier Imane est bien de Tordre 
(le 


(ît négligeable, 
l-^onr int(‘gr(‘r lu seconde iiiU^grale de (->1) on pose 


-- r= si n 0, cos 0, cia = cos 0. é/0. 


I / inlégrahi de\ i(‘nl 
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Finalement on aura pour la vitesse de rotation 



A la surface, elle deviendra 




Si les surfaces de niveau étaient homothétiques, on aurait A”'= o 
et I — %k pour la parenthèse. Il faudrait que le paramètre de la 

loi des densités soit < -• Pour la Terre il est voisin de -, • 

2 , 4 

Pour que coJ, soit positif, il faudra la condition entre les deux 
paramètres des densités et des aplatissements //<C ^ 


90 . Introduction de la masse dans les formules. — En dési¬ 
gnant par D la densité moyenne de la masse hétérogène, on 
pourra écrire 

(37) ni = I Ci O = 7^ s aj ^ D. 

En portant cette valeur dans ( 36 ) on aura 


(38) 


(Of 


Stc fm po f / 2 ~ A'A 


Or d’après (20), et la valeur limite de h \/1 l- ^ on aurait, 

pour le rayon limite ao dnine masse homogène m ayant la même 
vitesse de rotation que notre masse hétérogène 


<39) 


, __ a-ir fm 

“ T 


Ella fonnule ( 38 ) nous donnerait le rayon limite a, du disque 
hétérogène, ayant cette limite de rotation wi, 


(4o) 


‘I 'i Pü / / 

DV“^-r=T' 


cette formule nous donne bien une valeur comprise entre les deux 
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limites indiqu('^es par (21), la parenthèse étant plus petite que i. 
Le rayon limite du disque que deviendrait la Terre à son maximum 
de concentration so réduirait à une longueur très voisine de 

Remarque. — Ce sont là évidemment des vues purement théo¬ 
riques, car on arriverait avec de pareilles condensations à des 
densités énormes. Cependant des astronomes et des professeurs 
d’astronomie des plus illustres, pour justifier certaines hypothèses, 
n’ont pas craint d’attribuer de pareilles densités à certaines étoiles, 
comme le compagnon de Sirius. Ces densités aux chiffres vraiment 
(c astronomiques » ont d’ailleurs été « légitimées » par de savants 
calculs théoriques, mais très hypothétiques, et « vérifiées » même 
par dos observations ultra-délicates et fortement discutées. Il était 
intéressant de les envisager aussi pour la Terre. 



CHAPITRE VIH. 

ELLIPSOÏDES DE RÉVOLUTION HOMOFOCAÜX ET HOMOTHÉTIQUES. 
LIMITATION D’UNE MASSE HÉTÉROGÈNE 
PAR DEUX ELLIPSOÏDES HOMOGÈNES. 


91 . Objet du Chapitre et résultats. — M. Hamy, après avoir 
démontré dans sa thèse qu’une masse hétérogène, en équilibi'C 
relatif, ne pouvait pas prendre une forme rigoureusement ellipsoï¬ 
dale, avait pensé qu’elle le pouvait dans le cas d’un niouveincnt 
permanent, avec vitesses de rotation variable. Il avait alors fait 
l’étude d’une masse hétérogène dans l’hypothèse où les surfaces 
de niveau seraient hoiuofocales. 

Après avoir repris et étendu la démonstration de M. Hamy, 
j’avais fait également l’étude d’une masse hétérogène, avec surfaces 
de niveau homothétiques, relié les vitesses aux aplatissements, cl 
montré que la figure, non ellipsoïdale, de la masse hélérogène 
restait comprise entre deux ellipsoïdes homogènes. 

Cependant la démonstration de M. Hamy, sur l’impossibililt' 
des surfaces ellipsoïdales, ayant été étendue au mouvement per¬ 
manent, où les surfaces de niveau coïncident avec les surfaces 
d’égale densité, comme on l’a vu n^‘ 78 , ces démonstrations ne 
présentaient plus la même rigueur. 

Ces questions des ellipsoïdes homofocaux et hoinolhéliques, 
qui ne formaient qu’un chapitre secondaire des thèses de M. liant y 
et Xéronnet, ont été reprises comme sujet principal de sa thèso 
par M. Dive, qui a utilisé les travaux et formules do Al. Wavro. 
Ils ont considéré tous deux le second cas du mouvement perma¬ 
nent, celui où l’accélération ne dérive pas d’une fonction, cl où 
les surfaces de niveau ne coïncident pas avec les surfaces d’égale 
densité. Mais pour rendre le calcul possible, ils ont admis qu’à la 
superficie du moins, la surface de niveau était aussi une surface 
d’égale densité. Nous avons vu, 78 , que dans ce cas, toutes les 
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surfaces de niveau el d’égale densilé coïncident. On retombe sur 
le cas |)réc(Hleni et naturellement M. Dive ne fait (jue retrouver 
les résultats do MM. Hamj et Véronnet pour les surfaces homofo- 
cales et homolhétiques. 

Nous avons vu dans le chapitre précédent, que, dans l’équilibre 
relatif, les surlaces de niveau d’une masse hétérogène restaient 
sensibleinent (dlipsoïdales, et mémo rigoureusement ellipsoïdales, 
a la limite d a])lalissement, dans le mouvement permanent avec 
vitesses variables. On peut alors conserver ces calculs et leurs 
résultats, sur les surfaces de niveau homofocales el homothétiques 
a titre d'indication el d<î première approximation, déjà très 
approchée, à moins du dixième pour la forin(‘. 

On verra de même comment, en étendant la discussion au cas du 
moment de rotation constant dans la contraction comme an cas 
où la densilé resterait constante, on peut étendre à la masse 
hétérogène tous les résultats établis pour une masse homogène, 
dans le premier fascicule do cet Ouvrage, n'* 23 bis, 

!)2. Formules de l’attraction d’un ellipsoïde de révolution sur 
un point extérieur. — Nous pourrions partir des formules établies 
au Chapitre VI et les intégrer. M est préférable <le partir direc- 
l(‘monl des formules l'olatives aux (dlipsoïdes liomogènes. Dans le 
pi’(‘mi('i' faseiciile d(^ c(i volume nous n’avons traité que le cas du 
point iatéri(mr à un ellipsoïde homogène. 11 faut ici étendre les 
formuh‘s an cas du point extéiaeiir. 

Nous avons vu au Cliapitia» VI l’(^x|)ression du potentiel d’un 
elIipsoïd(‘ homogène sur nn point 3 extérieur (i) ou inté¬ 

rieur (d). (du en a déduit l’ex[)r(\ssion dos composantes de la 
foi'ce \, \ , Z dans les deux cas (.V) (U (()). Nous remplacerons ici 
la vai'iiible /. par ^ pour éviter des confusions, on a, pour l’action 
d('s couches iuLéri(‘ures à ctdl(‘ du point considéré, pour lesquelles 
ce poiiil (vsi r 

( I ) V, - -- ^ TC fahc P /-. 

‘ -''a ( «--H ? ) 

I/.i limite u (Ùaut toujours la racine positive de l’équation 

.A'- )'■- Z~ 

( -^ J -- ^-^^ , ç ( T) - -H Ç ) { /> - -f- ? M c2 4- ? ). 

0^-+-N U 
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Pour un point intérieur on a la même expression où xi est rem¬ 
placé par O, comme limite de l’intégrale. Pour les autres compo¬ 
santes de la force on remplace a par è ou c dans l’intégrale. 

Pour les ellipsoïdes de révolution on fait i — a, on a Q — P, 
les deux composantes seront d’après (2) 


< 3 ) 
(4) 


-— = a-c / - , — = 2 a^‘C , 

-— —a^c I -- =2a^c / 

2^/p J U . îrw.î . tN^ 


J, 


dt 






La forme en rendue rationnelle, est obtenue en posant 
(5) c 2 -h Ç = r-, = kK 

On a immédiatement pour la deuxième intégrale, dans ( 4 ) 
(b) -^(^-+;^,arciang^.j^ = _ _ arc tang-j, 

en tenant compte de ce que 

:r ^ A 

-arc tang-7 = — arc laug-- • 

2 a t 


Nous posons encore 


(7) 



a- — c- 
c- U 


c- 

U 


A-, 


/c2= 




a- 

c- 


I 

- ? 
5 


expressions qui définissent l et X. Dans le cas du point extérieur, 
nous devons faire, pour la limite inférieure de l’intégrale 


? = U, 


t = \/c-H- U — 


k 

r 


La parenthèse du second membre de(6)devient ^ (Z — arc tang/j. 
On obtient encore 


(8) a"-c = c3(n-X"-), A3=c3X3, ^ - . 

‘ A'* A 3 

L’expression (4) devient finalement, pour un point extérieur, 


4:r/p 


a 3 


( l — arc tangZ). 


^ 9 ) 
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Poui un point intérieur on a u:=:zo^ c^est-à-dire ce c[ui 

donne pour la même formule, où / est remplacé ' 

formule obtenue dans la première partie pour lu» 
homogènes. 

1 our résoudre 1 intégrale ( 3 ), considérons l’expression suivai 
intégrée par parties 


h 


dt 


r- -h Jd- 


Ç ^ t f a dt r 2A'2 

J -f. /c'i /;2 J (Ji^ 


dt 




La dernière intégrale est celle que nous cherchons. Les deux 
autres se retranchent et donnent arc tang~ * En prenant les limites, 
et inversant arc tang comme ci-dessus (6), on a 



dt 

^2 )2 


I k 

= -T arc lang — 

A t 


t 

t- -h k- 


h]n introduisant / et X il vient 




I l 


i- ' r--^k^ Â-H-/Î 

D’où, pour uii point extérieur, 

r,. / , I \ 

I ><> I -— = ■——— ( lire liui" l - - I • 

'J A'> V 

Pour un point intérieur, on fait / -- À, m Ton retrouve l’expres- 
si(jn connue pour hvs (‘llipsoïdes homogèu(is de révolution. 


1)3. Formules de Pattraction d’un ellipsoïde hétérogène sur un 
de ses points. — li’a(a.ioii d’une couche ellipsoïdale élémentaire 
d(ï densité p s’obtient en dilïérentiant ces expressions, / et X étant 
fonctions d(‘ a et c, le petit axe. l’axe de rotation, Taxe des 
étant r. 


dV, 


^arc taiig/ — 

/ \ 


X» 



- ‘ 1 

^arc ta 11 g X — 


‘>, TC y‘p 

\ 

I + V-) 


et les expressions analogues pour et R^*. 

Pour avoir l’action totale on intégrera pour toutes les couches 
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de densité p, du centre à la couche sur laquelle est situé le point 
r: e rayon vecteur Le point est extérieur à ces couches et il 

U ra prendre les dP,. et Puis on intégrera de /• à la surface 

:rs:r" ■'»" ô« 

(la) ^ /\ 

dér^ïaVtLrdÎX' - --- 

l’elllsoSeX-x,é Onooinnicnce par 

ellipsoïde extérieur de densité p, d’éléments a, et e, nuis oar 

les ellipsoïdes, emboîtés jusqu’en ;■ avec les P /.i It r 
intèfi-re de r n.. .■ . !'=“'» avec les P,- et R,-, enfin on 

intcgie de / au centre, en prenant les et R„ 

fi4) ^ _ r* i-e J'- / 5 , \ 

2 ./ -TT- ( ai'c tangX - 

.l7r> ~ f — arc tangX W.o-U r 

t y A a J , -i- I ——(fc — arc tauf» /) r/o. 

A .1 

L’ellipsoïde superficiel de densité o, est comm-U I 1 

».èvo „,ég„,e. p„„ p„3 co»pIi,i(or ..iri ; n i 

un terme égal à ^ At cuiuio. 11 donnerait 

I -1- ^? / ^ \ 

—Yü—( arc taugÀ,--i—U, ..f 

^ Xj taiig Xi)pi. 

E. e.i„, ,e. 

pour les termes tout intégrés on a n.. i ^ ' 

par exemple ‘ ^ P''eoiière formule (12) 


I H— X- / ' \ I 


— (arc tang7 — • 
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qui se réduil au terme relatif à la limite En effet au centrer 
limite o, on a a~c = o et l=o diaprés (7), car 
d’après (3). Le premier terme est nul pour la limite o. Pour la 
limite commune r on a Z = car les deux valeurs se confondent 
et les deux termes se détruisent. Il reste seulement le terme en 
que nous convenons d’inclure dans la première intégrale. 


9 i. Formules de la vitesse de rotation en un point. — La con¬ 
dition que la force soit normale aux surfaces de niveau 36 se 
réduit ici à une seule équation 

V' M r7 . \ c- Z R 

( I ( ) ) ( V H- (0 “ X ) — = JL —■ ) (O - —. — —- H- —- — = r —• -:7— y 

X Z X a- Z I -H hf. 

l'f, étant la valeur de), sur la couche relative au pointée, rayon 

J -1 ^1^2 ^ 

vecteur r. Le terme —p— est commun dans les intégrales de P 

et R dans (if) cl (10). En écrivant le second membre de co^, la 
somme des termes de la parenthèse eu l des secondes intégrales 
(h‘ P et R d01.11 u‘ 


(i: 


(arc lauL^/ — —-— arc tang/ ) 

\ I -H r- / I •+• A/-! ^ 


- arc lau}» / — 


9.1 


X? 




Ou remplacera L [)(ii’ 1 dans (17) pour avoir le terme correspon¬ 
dant aux premièr(‘s intégrales, prises de /’j ou i à r. On a finale¬ 
ment 


( 18) 


3 TC / 


= / 


I -f- x^ /:; X? 




X?. 


arc taiiffX — 


1 H- X-^ 


X 

1 H- X/- 
2/ 


dp 


f arc lanfî /-- -^) do, 


ou, sous la forme classique, 

tu- x' / I i A- / 8 H- X,-: ! I 2 / 

-- .1= / P d (-^.7 arc lan^^/---77 — ^ 

1) TC / . /. ' X-* \ I -H X,-? I -f- /- I -4- X;. / 


I I () I 




I H. -+- X2 

H- x;-^ 


arc la ni.' a — 


2X 


I -h X- I -h Xp 


Ou nïtrouve l exprcssioii dos ellipsoïdes lioiuogeues en faisant 
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dp = o dans (i8). Tous les éléments d’intégration s’annulent 
avec dp. Il reste seulement l’élément superficiel dans la première 
intégrale. 

Remarque. — Sur Taxe de rotation, ou sur le rayon polaire^ 
.'X‘ “ )' = 0. on a, d’après la relation qui donne î/, 


(20) 

d’où 

(21) 


a-^ U 


C - H- U 


Z- = r® = c- H- K ; 


r- = 








Pour plus de simplicité on pourra prendre le pointa?, ^ sur l’axe 
de rotation. 

D’ailleurs, même quand le point a?, ^ sera quelconque, nous 
prendrons toujours pour limite d’intégration qui désignera le 
petit axe de l’ellipsoïde du point, petit axe en fonction duquel on 
peut toujours supposer que la densité p et tous les autres éléments 
de la couche sont exprimés. 


95 . La force centrifuge ne peut jamais égaler Pattraction. 
Impossibilité d’un fractionnement. — Le rapport de la force cen¬ 
trifuge à l’attraction, en un point quelconque s’obtient en 

négligeant la composante parallèle à l’axe de rotation, et est égal à 


(22j O: 

Or on a, d’après (16), 
( 23 ) p. 


• co- = 


R 

IH- Xÿ? ’ 


et R est positif, car dans (i 5 ) on a X >> arc tangX et Z >> arc lang/, 
et tous les éléments d’intégration sont positifs. On a donc toujours 
et 9 <; I. D’où le théorème : 

L'attraction est toujours supérieure à la force centrifuge ^ à 
Vintérieur comme à la surface d^une masse fluide hétérogène., 
dont les surfaces de niçeau sont des ellipsoïdes de révolution^ 
quelles que soient la répartition des densités et la vitesse de 
rotation. 


Les formules s’appliquent aussi bien à une variation brusque de 
la densité, le dp étant alors un accroissement fini. Le théorème 
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s’applique donc à toute la masse d’une planète, y compris son 
atmosphère. Si des éléments équatoriaux se sont détachés (anneaux 
de Saturne, anneaux de Laplace) il fallait que leur vitesse de 
rotation fiU plus grande que celle qui est compatible avec les 
conditions de l’équilibre hydrodynamique. 

Si les surfaces do niveau sont homofocales, on a au centre 
P — et cp = I . La force centrifuge égale l’attraction seulement 
au centre et non à la surface. Dans les autres cas que les surfaces 
homofocales, les deux forces sont également milles au centre. 

Dans un ellipsoïde homogène, cp est indépendant de p et tend 
vers I, quand 1 tend vers l’infini (disque aplati) 

(f)>.r ( 3 -h X-) arc tans X — H X 

( 23 ) 9 = -v- = -TT--T 

\ (IH-X-) arc /—X 

_ !Ji('X — arc lan«:X') ^ 

(i H-Xy) are tang X — X = ’ 

car les doux Lennes de la dernière fraction sont positifs et l’expres¬ 
sion est bien <i. On aurait cp =: i et la force centrifuge serait 
égale à l’attraction seulement pour A = co, c’est-à-dire c = o. quand 
l’ellipsoïde indéfiniment aplati tendrait à la limite vers la forme 
d’un disque. 

De même pour la masse hétérogène, à la limite du disque aplati, 
tous les Ir sornienl. infinis. On aurait pour tous les points ^ = o 

La forc(^ centrifugi* serait égale à l’attraction en tout 
point, mais seulemcut à cette limite. Elle ne serait jamais supé¬ 
rieure (il il ne pourrait pas y avoir fractionnement, ni tendance au 
fractionneineni, pour les ligures ellipsoïdales. 


î)ü. Cas des surfaces sphériques. Elles sont possibles seulement 
si la vitesse de rotation est nulle. — Si une surface de niveau quel- 
comjiie élait sphéricjuo, on aurait c/ = c et X,.:= o sur cette sui'facc. 
Oousidéroiis la valeur de co- pour un point quelconque de cette 
surface. Ou aura, d’après (i8), 


( 2 .| ) 


(O- 


-1- jT lang l - - a 'f?- 
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Or rexpression eu X est nulle pour = o et sa dérivée 

?i I 2 X* ^ _ 2 

I -h X^ i -h ‘ ( I -h X=s)2 U -h X’^ )- 

est toujours négative. Cette expression eaX est donc toujours néga¬ 
tive si X ^ O. II eu est de même de l’expression eu l. On ne peut 
donc pas avoir X ^ o pour aucune surface, autrement ou aurait 
co-<[ O. Ou a donc partout dans ce cas X — o et aussi co-^o, d’où 
le théorème : 

Dcuis une masse fluide hétérogène en équilibre^ aucune sur¬ 
face de jiiveau^ en particulier la surface extérieure^ ne peut 
être sphérique^ que si la vitesse de rotation est nulle sur toutes 
les surfaces de niveau^ qui sont alors toutes sphériques. 


97 . Variation de la vitesse de rotation sur une surface de niveau. 
— L’équation de l’ellipse méridienne du point considéré peut 
s’écrire 


( 20 ) 






où cir est le grand axe de l’ellipse considérée, dont le petit axe 
est et en introduisant 


De même l’équation qui définit u. en tenant compte des expres¬ 
sions (21) pour remplacer u par Z, s’écrira 


(26} 


X- Z- X- X- 

—- -1- -- ~ I ^ 


L’élimination de æ- entre ces deux expressions nous donne 

+ —^>.2- 

Sur la surtace /' et X,. sont constants, X et c sont les éléments 
d’une couche quelconque, qui no varient pas non plus. En difï'é- 
rentiant par rapport à / et on a 


(28j 


dl _ P 

dz^- “ 2 c2X^-h 
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On en déduira les idrmules de la variation de la vitesse de . .. 
lion en latitude et on profondeur, pour les ellipsoïdes de révolutioi: 
comme aux n‘*' 7 i, 7 o. On en tirera les mêmes conclusions, n‘’ 77 , 
sur les variations des aplatissements. Voir rotation d’une masse 
hétérogène, Journal de Math, pures et appl.^ . 

Désignons par [3 la parenthèse de la deuxième Intégrale de co- 
(i8). On peut l’écrire sous la forme suivanle qui, dérivée par rap¬ 
port à l. donne (1^9) 


(29 ) 


dl "■ ( T -h /’i 1 a;-. 


Il faut prendre maintenant la dérivée de w- par rapport à 
variable sur la surfa(‘e. Or ca- est fonction de seulement par 
l’intermédiaire de /, contenu dans la parenthèse <lésignée par (3. 
On a direcleimmt de (18) 


I ___ I 1- Xî ()l 

<^7:f dz'^ X3 'dldz'J '' 


ffZi ^^>rr(Vspoud àdu chapiti*e préc(‘denl, lé* 7 d, car ici u a été 

riunplacé par /, Eu remplaçant hvs dérivé(‘s par leurs valeurs (28) 
(d. ( 29) on obtient 

( '-{o ) = 4 JZ fz dz I i-i- Y- ^ - L \ . . ., 

I I- X,^ X'^ \ l -h I c- ' 1 - 3- 


c’(ïst la formule (dd ), n*’ 73 . Les éléments d’intégration sont tous 
positifs. Donc w croît avec z. La vitesse de rotation, sur une sur¬ 
face de niveau, doit croître de ré(jnateur au pôle, pour que les 
surfaites soient ellipsoïdales. 

I^a variation de la vitesse de rotation serait nulle sur les surfaces 
(hî niveau, seuhummt si l’on avait partout / = X/., c’est-à-dire si 
toutes les surfac(vs de niveau étaient homofocales, résultat déjà 
trouvé au sixième chapitre. 

On voit dans ( 3 o) que o?co‘^ dépend de AL L’expression est donc 
nulle, ou négligeal)l(‘, en première approxÀmation. On pourra 
donc également, dans ce cas, avoir des surfaces ellipsoïdales, avec 
variation de la viuvsse de rotation d’une couche à l’autre, sans 
variation de vitesse sur une coindie donnée. IjU condition hydro- 
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dynamique ^ —o se trouve satisfaite; en première approxima- 
tiou, cela sigaiQo d’après le ii^ 48 que les surfaces de niveau et 
d’égale densité coïncident sensiblement à c- près. 

98 . Hypothèse de l’équilibre contraint ou équilibre mécanique. 
— La condition d’équilibre hydrodynamique^^ 3= o n’est pas réa¬ 
lisée par les ellipsoïdes homotliétiques; ni sur les ellipsoïdes 
homofocaux. Cependant l’étude du cas où les surfaces d’égale den¬ 
sité sont des ellipsoïdes semblables, ou des ellipsoïdes homofocaux, 
présente un grand intérêt et l’avantage d’une plus grande facilité. 

En effet elle permet de faire la discussion de l’évolution des sur¬ 
faces avec la variation de la vitesse de rotation, ou celle du moment 
de rotation. Elle permet ainsi d’étendre aux ellipsoïdes hétérogènes 
les résultats trouvés dans la première partie pour les ellipsoïdes 
homogènes. De plus ces résultats permettent d’encadrer ceux que 
l’on obtiendrait avec des ellipsoïdes, qui vériiîeralcnt la condi¬ 
tion ci-dessus, par conséquent ils permettent d’étudier révolution 
réelle des figures d’équilibre d’une masse hétérogène, avec la 
variation de la vitesse ou du moment de rotation, et de résoudre le 
problème presque aussi complètement que pour les (‘Ilipsoïdes 
homogènes. 

Cependant si les ellipsoïdes homothétiques ou homofocaux luv 
réalisent pas d’eux-mêmes et librement les condllions de l’équi¬ 
libre hydrodynamique, nous pouvons toujours supposer qu’elles 
ont été réalisées artificiellement en ajoutant sur chaque parallèle 
des pressions supplémentaires qui rétablissent l’équilibre, qui 
maintiennent à chaque instant un équilibre contraint au moins à 
la surface libre. Nous pourrons alors étudier l’évolution des figures 
avec la vitesse de rotation et l’appliquer au cas de l’équilibic vrai, 
encadré par les résultats précédents. 

En somme nous admettons que la résultante des forces externes, 
attraction et force centrifuge, est encore normale aux surfac(‘s 
d’égale densité. II y a un équilibre mécanique, qui tend à conserver 
la fo rme des surfaces. Mais la résultante des pressions internes ne 
serait plus normale à ces surfaces, ne serait plus directement 
opposée à la résultante précédente. Les surfaces d’égale pression 
ne coïncideraient plus avec celles d’égale densité. Ce sont les près- 
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sious siipplénieritaires introduites qui rétablissent la coïncidence 
et l’équilibre. A aucun moment elles ne gênent l’équilibre pure¬ 
ment mécanique, ni par conséquent l’évolution des formes, avec 
la variation de la vitesse de rotation et de la résiiltanle des attrac¬ 
tions. 

Ü ailleurs on a vu que les surfaces restaient sensiblement ellip¬ 
soïdales, et l’on aura toujours une première approximation déjà 
très suffis a II tco 


01). Cas particulier des ellipsoïdes homothétiques. La vitesse au 
centre varie comme celle d’un ellipsoïde homogène. — Si toutes 
les surfaces sont bomotliétiques ou a C’est une constante 

cpie I on jiOiil faire sortir des intégrales. On peut remplacer de 
iiiemo parloul, }.;• par / pour simplilicr. Dans (iS) la somme de i 
à /', où rélémenl d’intégration est enX, indépendant de s’intégre 
iminédialemeiiL et donne p. 11 vient 


0)^ / ;i - i- X’-i , 3 \ 


— arc laiig / - 


/ I ‘?J\ 


Au cmitre o, l’intégrale est null(‘. Ou a, en désiguanl par 
Timlice o la valeur des olènienls au (‘enlri' 


(Ofi . 3\ 

' f N ~-~y Pc. f arc langX — A = p„/o.. 

I.a parentlièso, ou à, n’est pas autre chose que ro.xpression 
trouvée <Ians b* cas d’uue dmisité constante. Ainsi dans le cas où 
l(‘s (‘oiiclies sont des (dlipsoïdes semblables, la vitesse de rotation 
au cenlr(‘ est reliée à la densité cmitralepo et à raplatissemcnt cen¬ 
tral (lélini par A, par la même relation que poin* les ellipsoïdes 
liomogèn(‘s; d’où le lliéorèuie : 

UaplalissejncnL cVun ellipsoïde hétérogène à surfaces de 
nivruu hotHolhétiqucs varie de la meme façon que celle d’un 
vllipsoïde homogé/i(\ qui aurait la même densité centrale po et 
la même vitesse de rotation Wo que celle du centre. 


Nous aurons alors la même discussion que pour les ellipsoïdes 
de Maclauriii, voir fase. I, Chap. TII. 


APCKLL — IV ( 2 ). 
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Quand varie de.o à l’infini la valeur de h croît d’abord de o à 
0,224, valeur maximum atteinte pour puis h décroît 

jusqu’à zéro. Il y a donc une vitesse de rotation maximum 
fUQ= 0,224 X 2 7r/po qui ne peut pas être dépassée, et au-dessous 
de laquelle il y a doux valeurs de coo, et deux ligures d’aplalisse- 
inent diirérent, qui correspondent à la même vilesse de rotation 
centrale w. 

Nous pourrons également prendre le moment de rotation, somme 
des moments des quantités de mouvement, comme paramètre, 
comme dans le premier fascicule de ce volume, n" Dans les 
ellipsoïdi's homogènes nous avions considéré le moment de rota¬ 
tion total [JL. Ce moment a du rester Invariable pour un astre isolé. 
Si nous négligeons le frottement, il en est de même pour le ruomeut 
de rotation de chaque couche prise isolément, \lors si nous consi¬ 
dérons la portion centrale de masse M, qui est régie par les mêmes 
formules que les ellipsoïdes homogènes, on obtiendracomme pour 
ceux-ci 


1 



Cette fornuile donne la variation de /., c'esi-à-dli’e de l’aplatis¬ 
sement, en fonction de la variation de la densité centrale po^ eu 
supposant que la masse se contracte, /jl et M restant constants. La 
discussion monti'e que 1 croît indérinlinout avec 0. T^a masse 
s’aplatit indéfiniment en se contractant indéHnlmenl. 

En introduisant le grand axe a de notre niasse cenlrah* élémen¬ 
taire M, au lieu de la densilc p. on trouve (fasc. I. 11“ 2 îî bis) 


(32'/ 


3 fm 


^ = 4 A v/i-f- X-, «0 = 


20 [X- 


3/M3 


Cette formule donne la variation du grand axe a quand a ou 
raplatissement varie. Ce grand axe tend vers une limite finie a,», 
quand raplatissement ci'oît indéfiniment et quand la masse consi¬ 
dérée tend vers la forme d’un disque aplati. 


100 . Cas particulier des ellipsoïdes homofocaux. La vitesse à 
la surface varie comme celle d’un ellipsoïde homogène. — Si les 
surfaces sont homofocales, la différence des carrés des axes est 
constante. En désignant par l’indice i les éléments de surface, 
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on a 


/'.y-—. Cî- — «7 — cf, = c-(i -h X’^), Xc = Xi ci = const. 
Faisons dans Xc = rX,., il vient 

On peut remplacer tous les Z par X,. constant et les faire sortir du 
signe somme. La formule (i8) devient 


( 33 ) 


/»)- 

?,7C/ 


<r 


/ 3 ^ 

-h ra 


arc taiiii'A 


tan^ A,.- 

■ 'V 


3 X 


^).C- 


■ X^- 


x^ 


X* 


dp. 


d'. 


Désignons par V le volume de rollipsoïdi; d’axes a et c, relatif à 
1 el(‘miîut d intégration <ip, et par V;. celui d<^ Fcllipsoïdo du 
point ,i\ Z. d('lîni par son petit axe r, on a 


N ™ . ” ff - r ;■ K c-î I i -h A - ), 


I -h X2 \ I x;t 

x*'> ~ v; ”xîr“ * 


Portons c(‘tle vaFmr dans r,)-. On peut raii'(‘ sortir l(‘s X,. de la 
second(‘ intégr-ale (‘t il vient 


_ r / ^ . . ' À i -f- X-i li X \ V , 

I .1J I - ~ I ——an-ianc A -- - - -v I —<'/o 

J, \ X;! ^ A'Ii-f-X-^ Xii^V/' 


3 + X-^ 


arc ta 11 A/. 




\ do -- 'rli)i est la masse éléiinuitaire (amtcMun» dans 1/ellipsoïdc 
d(‘ volume V, d’après la nu'iliodiî de M. Haniy. 

Pour obtenir la s ilesse d(î rotation à la surface, on fail /’ —^ i. 
I^a parmUluistî de la premièiaî intégrale devient la même que la 
s(‘(‘oud(‘. L(‘s inl(‘grales u’en font plus qnaim* et donnent Dj densité 
moy{‘inu‘ de l’ensiunble, (m faisant X,.™ \ ,. On obtient 


(33 ) 


. 121 . 
■», jr/■ 


Xf 

Xi' 


arc tan g Xi - 


â)' 




il est la meme expression (juo celle du numéro précédent et ((ue 
pour les ellipsoïdes homogènes ; d’où le théorème : 
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Vaplatissement superficiel d’un ellipsoïde hétérogène à sur¬ 
faces homofocales varie de la même façon que celle d’un ellip¬ 
soïde homogène qui aurait la même densité moyenne Di. 


101 , Discussion dans le cas où les densités ne varient pas. La 
variation générale de la vitesse de rotation est la même que pour 
les ellipsoïdes homogènes. — Nous devons supposer, pour réaliser 
les conditions hydrodynamiques, que la vitesse de rotation est 
constante ou fonction uniquement de la distance à l’axe de rota¬ 
tion. Elle doit rester la même sur Taxe polaire, et sur toute surface 
cylindrique autour de cet axe. Nous calculerons la vitesse de rota¬ 
tion en deux points de l’axe polaire, au centre et au pôle même, où 
les formules se simplifient. Nous supposerons que la vitesse de 
rotation y est la même et nous comparerons les résultats avec ce 
que nous savons des ellipsoïdes homothétiques et homofocaux. 

A la surface la formule générale (i8) qui donne w- devient 


(36) 


J, À» 


arc tang / 


/ 

I -4- 


2/ 

I H- X‘f 



Si == 0, on a Z == X = = o, car ici X <X| et alors on a W| = o. 

Si X, = 00 tous les X sont infinis, car la figure se réduit ii un 
disque aplati, et l’on a encore co, — o d’après ( 36 ). 

La vitesse est donc nulle pour X nul ou Infini. Elle aura un 
maximum dans l’intervalle, comme dans le cas d’un lluide homo¬ 
gène où le maximum de eu a lieu pour X = 2,53. 

Nous avons ici une démonstration générale, relative à l’équilibre 
hydrodynamique, du fait que la vitesse de rotation superficielle 
doit varier comme dans les ellipsoïdes homogènes, eiilrt* un 
maximum et la valeur zéro. Cette démonstration est valable pour 
tous les points de la surface, qui atteignent en même lenqis leurs 
valeurs limites, zéro ou le maximum. 

La formule (i8) donne de même au rentre 


(^ 7 ) 


^^5 /'“n-X^- 


arctangX 


1 -t- 




Si )io — O, les surfaces cealrales sont sphériques. Comme on a vu 
au n" 96 , il faut que l’on ait partout A = o et aussi 
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Si lo = 00, tous les 1 sont infinis, cai’ les aplatissements et les 
'k croissent du contre à la surface, et Ton a encore = 

On a donc au centre la même vaiûation de la vitesse de rotation 
par rapport à Ao qu’à la surface et que pour les ellipsoïdes homo¬ 
gènes. Il en sera do même naturellement pour toutes les couches 
intermédiaires. 

Pour une masse hétérogène ellipsoïdale, comme pour une masse 
homogène, de densité donnée, il y a donc deux figures d’équilibre 
limite, qui sont de révolution et où la vitesse de rotation est nulle 
partout : la sphère, où toutes les surfaces ont un aplatissement nul, 
7 ^ — 0, et le disque plan, indéfiniment aplati, où les k sont tous 
infinis. Dans le passage de rune à l’autre ligure limite, la vitesse 
de rotation passe toujours par un maximum, comme pour un ellip¬ 
soïde homogène, courbe 3 et 3 ', figure 3 , n'^ 103 . Nous allons fixer 
des limites à co maximum et à la variation de cette vitesse de 
rotation. 


102. Comparaison de la vitesse de rotation avec celle des ellip¬ 
soïdes homothétiques et homofocaux. — En introduisant l’expres¬ 
sion .CT, qui devient égale à h pour X = /, la vitesse de rotation à la 
surface, dans ( 36 ), devient 


<38) 


À" 



Z dp , 


S -H X'-i 


arc la ni;/ — 




I -H ‘J. L 

7 TF ■” W 


Au pôle on aura l = 
définie au 100, 


6*X 

-, 

/’ 


(foù en tenant compte de la \aleur de V 


( 39 ) 


,0‘f ^ i-H x*^ v\ y r V 

I + Xï ,-î /:> V, 


V X? 


P 


Z do. 


Or le facteur ^ res le constant pour chaque surface quand X 
varie. Si X, reste le même, la valeur de l’élément d’intégration 
varie seulement avec ~ quand les X intérieurs varient, c’est-à-dire 
quand on passe de l’un des cas étudiés à l’autre. Or on a 


^ .5 

dl 


Z O J 
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En désignant la paronthèse par on a pour / = o, z = e = o 
et pour l := , r = — 3 h. On obtient ensuite 

di^ 

dl ~~ X}(n- 

quantité négative avec ^ , donc e reste négative et les éléments 

d’intégration varient avec ^ en raison inverse de Z ou de X ( / —Xe). 

Ainsi donc pour le même X| la vitesse superficielle croît quand 
on passe dos couches hooiofocales aux couches homothétiques, 
puis à celles du cas de la vitesse uniforme^ ou sensiblement uni¬ 
forme, sur Taxe de rotation, car alors le X de chaque couche 
décroît. 

On a donc, pour le même X^, c’est-à-dire le même aplatissement 
superficiel et la même figure extérieure 

(4o) (Oi homofocal (Oi homotliétique ( 0 i iinifonno. 


Los courbes des r,), s’étageront dans le inénu» ordre. 

Dans la fonniile (S^), qui donne la vitesse de rotation au 
centre «o, désignons par X) l’expression en X, et dérivons-la par 
rapport à X. On obtient 


(4i) 


c/'L 

Sx 


3 -H X(j I 

mg X 


x^ 


arc rangX ~ 



3 -f- 

ITT 


ô 

ô 


A 

'K 


k est toujours positif, donc pour le luêine Xo la valeur de» chaque 
élément d’inlégralion varie en sens inverse de X. Or dans ce cas, 
Xo étant le même, les X augmentent en allaiil du cas de la viless(‘ 
uniforme aux ellipsoïdes homothétiques et aux surfaces hoinofo- 
cales. Ou aura donc pour le mêmeXo, ou le même aplalissemenl 
central, 


(4^) wo uniforme < too homothétique < (Oo homofocal. 

Or 011 a pour les surfaces homothétiques t: y po/^- Donc dans 

le cas d’une vitesse uniforme, si Xo varie de o à l’infini, la valeur 
de la vitesse restera toujours inférieure à celle-ci. 


103 . La variation de la vitesse de rotation et des aplatissements 
d’nn ellipsoïde hétérogène quelconque est comprise entre ceux de 
deux ellipsoïdes homogènes. — D’après la formule ( 4 o) en coin- 
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paraiu les co nous avons vu que uniforme >o., I.ou.ofocal et 
ccci quelle que soit la po,sition du point considéré. Ceci est donc 
viai egalement pour la vitesse équatoriale o).. D'après la valeur de 

P”"" réel et en équi- 

( 43 ) 


(Oj 


De même d’après la fornuilc (42) en 
o)„ homothétique ( 3 i)' on aura, dans 
uniforme sur l’axe de rotation), 


compîiranl imifonne el 
le cas fréqiîililjre fvilesst* 


( 44 ) 


wg< 2 7r/po/io, 


. 




X"- 


• arc taiiK a - 


où dans on donne à 1 la valeur À„ correspondant à w„. vitesse au 
centre de l’ellipsoïde hélérogène en équilibre. 

Enfin nous venons de voir que cette dernière vitesse aj„ est tou¬ 
jours plus grande que la première On aura donc finalemenl, 
pour toutes les vitesses de rotation co d’une niasse hétérogène en 
(équilibre hydrodynamique, qui sont comprises entre la vitesse à 
1 Equateur et la vitesse au centre 

^ 2 n:/D /il < to| < < cog < 2 ::/po/o- 

h^ est fonction de A, ou de 1 aplalissemeiu snpei‘liciel el /c„ de ou 
de 1 aplatissemcut central. D où le ihéorèinc : 


I^t*s i''it 6 i>s€s nit 6 r 7 i 6 s d une mcisse hétevog^ène, dont les couches 
sont ellipsoïdales, restent toujours comprises entre celles de 
deux ellipsoïdes homogènes, Vun qui aurait la même densité 
moyenne et le même aplatissement superficiel que la masse 
hétérogène^ Vautre qui aurait la même densité centrale et le 
même aplatissement centrai. 


Remarque. — Avant que la vitesse de rotation n’ail atteint son 
niaxiiiiinn on a h\ la relation ( | 5 ) peut s'écrire à plus forte 
raison 

) ‘i::/D/îi<co^<2;r/poAi, i< 

La vitesse de rotation de l’ellipsoïde hétérogène est comprise 
entre celles de deux ellipsoïdes homogè/ies de même aplatisse- 
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ment et de densités respectivement égales à sa densité moyenne 
et à sa densité centrale, 

CeLlo rolalion a probablement lieu an delà du maximum, el pour 
toutes les vitesses de rotation, mais cette démonstration n^a pas été 
faite. 

D^ailleurs Télude complète de la variation des vitesses de rota¬ 
tion, avec les aplatissements, a été faite par M. Véronnet, Journal 
de Mathématiques pures et appliquées^ *9*2, et est traduite par 
la figure 3 . On a mis les valeurs de 1 en abscisses, elles varient 



de 0, ])Our la sphère, à binfini, pour le disque aplati. La courbe 
n‘’ 1 ou COI A/inférieure, représente en ordonnée la vitesse super¬ 
ficielle de rotation des ellipsoïdes hoinofocaux. Elle est la mèuu^ 
que.celle des ellipsoïdes homogènes, connue on l’a vu. La courbe 
supérieui’e 1 donne la variation (j^ohf de la vitesse centrale des 
mêmes ellipsoïdes hoinofocaux. La courbe 2 ' donne cooA/, ou la 
vitesse centrale des ellipsoïdes homothétiques, ([ui est égaleinenl 
la même que celle des ellipsoïdes homogènes, maximum pour 
X = 2, 53 . La courbe 2 donne c»), /i£, vitesse superficielle des ellip¬ 
soïdes homothétiques, analogue à la précédente, un peu décalée 
vers la droite. Enfin, entre ces deux dernières, les courbes 3 et 3 ' 
donnent la vitesse de rotation d’une masse hétérogène en équilibre 
relatif, en fonction de la valeur de /| à la surface ou de la valeur 
de /() au centre. Ces deux courbes sont très voisines et repré- 
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sentent la variation de la vitesse de rotation d’une masse hétéro¬ 
gène en équilibre relatif. Elles sont tout entières comprises comme 
on le voit entre les deux courbes 1 et 2', relatives à deux ellipsoïdes 
homogènes. 

104. Le problème réel. Discussion avec moment de rotation 
constant. — Dans la discussion précédente nous avons étudié la 
variation de la forme, ou de /, en fonction de la variation de la 
vitesse de rotation co, en supposant que la densité p restait con¬ 
stante. Dans le problème pratique de l’évolution des astres, comme 
Ta fait remarquer Laplace, c’est la somme des moments des quan¬ 
tités de mouvement, ou le moment de rotation qui reste constant, 
quand la densité varie par la contraction. 

Désignons par p. ce moment de rotation, par I le moment 
d’inertie, on a 

(47) [a = tw, ij. 

Dans notre problème, où w est variable, il faudra étendre la 
somme à toutes les particules, c’est-à-dire à toutes les couches et 
aux parallèles de chaque couche, pour avoir le moment total. 

lOo. Définition de la contraction uniforme, qui conserve les 
couches d’égale densité. — Il faut définir ici de plus près le mode 
de contraction, qui est exigé par le problème. 

Dans le problème des ellipsoïdes homogènes, la contraction 
devait nécessairement conserver l’homogénéité, c’est-à-dire qu’elle 
devait être uniforme et partout la même. Le rapport du volume 
d’une masse élémentaire dm à son volume primitif devait rester à 
chaque instant le même pour tous les points. Dans les ellipsoïdes, 
le processus de la contraction uniforme peut être décomposé sui¬ 
vant les trois axes, en trois contractions linéaires uniformes, c’est- 
à-dire que tous les points, situés sur des plans parallèles à l’un des 
plans de coordonnées, s’en rapprochent proportionnellement à 
leur distance à ce plan. 

Soient les trois axes jp, z. Les trois rapprochements élémen¬ 
taires du point seront définis par 

^ oa ob ^ 

ox =: a: ^y=y-ri os = js — • 

a - O c 
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Si les contractions suivant les différents axes sont les inêmes, 
l’ellipsoïde conserve la même forme. Il suffît de modifier les 
coefficients de contraction linéaire, suivant les differents axes, 
pour modifier la forme, en même temps cjiie la grandeur. On voit 
que ce modo de contraction des ellipsoïdes, le plus normal et 
naturel, ne produit aucun déplacement d’une molécule par rapport 
aux autres, n’introduit aucun frottement, ni aucune force dissi- 
pativc, CO qui est très important an point de vue de la stabilité. 
En effet ceci ne peut plus avoir lieu pour les figures dérivées des 
ellipsoïdes, comme l’a remarqué Poincaré, et il a donné la formule 
spéciale déterminant la condition de stabilité dans ce cas. 

Pour les ellipsoïdes hétérogènes nous définirons de la même 
façon les conditions de la contraction uniforme. Comme les ellip¬ 
soïdes sont de révolution nous distinguons seulement deux con¬ 
tractions linéaires, l’une dz proporlioiinellc à g et parallèle à l’axe 
de rotation, l’autre proportionnelle à ^ et normal à cet axe. Si 
l’ellipsoïde s’aplatit, le coefficient de proportionnalité de ôz est 
plus grand que celui de mais la contraction reste la même 
partout. Les rapports des densités restent les mêmes partout. Les 
surfaces d’égale densité sont conservées. 

' Etudions la variation du moment d’inertie I au cours de la 
contraction. On voit tout de suite que la contraction parallèle 
à l’axe de rotation, ne modifie pas ce moment. Considérons, siii- 
A'aiit la méthode de M. Hamy, la décomposition de l’ellipsoïde 
hétérogène en ellipsoïdes homogènes de volume V et de densité dp 
dont la masse élémentaire dm est égale à Vdp. Le moment d’inertie 

d’un ellipsoïde homogène de révolution étant |Ma-, on aura en 
désignant par le grand axe des ellipsoïdes élémentaires internes 

( 48 ) I =:z ~ f a;- dm = ~ a- f —, dm = ~a M ry-, a < r. 

5 a- 5 

Le rapport - du grand axe æ d’une couche d’égale densité, au 

grand axe extérieur a, reste constant dans la contraction. Nous 
désignerons par a sa valeur moyenne définie par cette formule et 
qui reste également constante et plus pi^tite que l’unité. 

On voit immédiatement d’ailleurs que a est plus petit que i, 
dans un ellipsoïde hétérogène, car pour un ellipsoïde homogène 
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il est égal à i, tandis que dans rcllipsoïde hétérogène la masse 
est plus concentrée vers l’axe et I doit être plus petit, on a ara donc 
toujours a •< i quelle que soit la manière dont se fasse la contraction, 
même si elle produisait un déplacement quelconque des molécules. 
Mais alors a pourrait ne plus être constant. 11 pourrait varier entre 
deux limites resserrées. En tenant compte de ces deux limites, la 
discussion et les résultats resteraient les mêmes. 


108 . Variation du grand axe pendant la contraction. — La 
formule (46) donne donc deux limites de la vitesse de rolatlon o) 
d’une masse hétérogène, en fonction de son aplatissement, qui est 
défini par la fonction A. 

En introduisant la masse M, on obtient 


( 47 .) 


A \/i -h l - 


2 

3 7^ 



V/IH- /s 


iVl 


V ' I H- 


Cette formuie nous a déjà permis, au n‘’ 85 , de déterminer deux 
limites du rayon équatorial a, par rapport à celui d’une masse 
homogène égale à M, et ajant la même vitesse de rotation w. 

Désignons par co' et a', la vitesse de rotation et le rayon équa¬ 
torial d’une masse homogène, ayant le meme aplatissement, la 
même figure, on a 


(48) 


•2 - 
3 7m“ 


h 


l^u portant cette valeur de A y/* + dans (47), on aura 


t.yâa'3 < to’îa» < 


Êü 

1) 


ou encore 
( 49 ) 


a ' oL-a ^ a' D 


Supposons maiiiteiiant que la masse homogène ait le même 
moment de rotation wl que la masse hétérogène, on aura, 
=:z-co-V/ '' et la formule (49) peut s’écrire d’aj^rès (4'8) 


( 5o ) 


D a' . a' 

-:> < « — * 

po oc- 


CelLe formule nous donnera le rayon équatorial a de la masse 
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hétérogène, en fonction de celui a' de la masse homogène ayant le 
même moment de rotation. 

107 . Application à la Terre. — Calculons le moment d’inertie 
de la Terre, au moyen de la loi des densités de Roche, par un 
calcul analogue à celui qui a été fait au n^'89, on obtiendra pour le 
coefficient x 

Pour la Terre k = 0,70 ensdron. On aura a = 0,82 et a- = 0,67, 
D’autre part o, 55 , de sorte qu’on aurait 
(52) 0,87 a'< a < i, 5 oa'. 

Ces valeurs limites sont moins resserrées que celles qui ont été 
données au 8S à cause de l’imprécision du terme oc, mais elles 
les confirment par une autre méthode. 

Remarque^ — M. Alex. Gardedieu, dans une thèse très Inté¬ 
ressante, qui sera publiée dans les Annales de VAcadémie des 
Sciences de Bruxelles^ a fait la discussion dans le cas du moment 
de rotation constant, en fonction de la variation de la densité, 
discussion correspondant au cas de Laplacc et de la formule ( 32 ), 
n^ 99 , pour les ellipsoïdes homogènes. Au moyen des fonctions z et 
de procédés analogues à ceux indiqués dans le 102 et appliqués 
directement à l’expression de p-, n“ 104 , il démontre que cette 
discussion aboutit aux mêmes résultats que pour les ellipsoïdes 
homogènes, résultats compris également entre deux limites qu’il 
détermine. 





TROISIÈME PARTIE. 

LA FIGURE DE LA TERRE. 


CHAPITRE IX. 

PKOBf.ÈMi: DE CLAIRAUr. LES SURFACES DE NIVEAU ELLIPSOIDALES. 


108 , Objet du Chapitre. — Glairaiil, dans In Fig ure de la Terre 
avait simplement démontré que les ellipsoïdes vérifiaient les 
conditions d’équilibre pour les surfaces de niveau d’une masse 
hétérogène, quand la masse toarnaii en bloc comme un corps 
solide, avec une vitesse assez faible pour que l’on puisse négliger 
le carré de l’aplatissement. Ces deux conditions forment les hypo- 
ihèses <le base du problème résolu par Clairaut. 

ïraplaco a montré dans la suite, qu’une masse hétérogène en 
roi a lion lente devait prendre nécessairement la forme ellipsoïdale 
en première approximation. C’était la seule solution possible du 
problème. 

La méthode de Laplace, basée sur le développement du poten¬ 
tiel en un point, exigeait deux développements différents, l’un pour 
la masse intérieure à la surface de niveau du point considéré, 
l’autre pour la masse extérieure à cette surface. II se présentait des 
difficultés de raccordement eide passage aux limites, difficultés qui 
avaient été levées, mais qu’il était préférable de pouvoir éviter, 
selon le vœu de Tisserand. 

La méthode de M. Hamj, exposée au Chapitre VI, évitait déjà 
ces difficultés, tout en conservant les deux développements. Nous 
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donnons ici la méthode d’Henri Poincaré, exposée dans ses 
Figures (^équilibre, qui donne toute satisfaction à tout point de 
vue, en partant du potentiel de la sphère, puis calculant 1 (^ 
potentiel V" de la figure voisine, au moyen de AV. 

Nous y joignons l'exposé du principe d’une méthode analogue 
de M. Wavre, sensiblement plus compliquée, dont les résultats 
peuvent se développer en seconde approximation. 

Nous terminerons par le fameux théorème de Stokes et r(‘\teu- 
sion qu’en a fait M. Véronnet en démontrant que chacun des 
coefficients du développement du potentiel est lui même un inva¬ 
riant. 


109. Fonctions sphériques. — Nous avons vu dans le premiei’ 
fascicule de ce tome IV, Chapitre V, une étude sur les fonctions 
sphériques. On a défini d’abord les polynômes sphériques, 
JP, g), polynômes harmoniques, homogènes de degré 72, qui 
vérifient l’équation de Laplace AV = o. En coordonnées polaires, 
6 >, cp, les polynômes sphériques pourront s’écrire 

(0 o), P;, = 


Les fonctions Y,, de 0 et cp, sont fonctions sphériques. 

La formule ( 96 ), n° 33, donnait l’expression de A\ en coor¬ 
données polaires. Si la fonction V ne dépend que de /*, (die se 
réduit à 


( 2 ) 



2 dY 
r dr 


Le ii‘' 41 du même volume donnait le dévelo])pemeii( du jK>lenli(‘l 
d’une couche sphérique pour une série de fonctions .s[)hériques ! „. 

On peut établir direclemeut et rapidement cette formule au 
moyen du calcul vecloriel ( ' ). En désignant par p le ra\ on ^ crleur 
d’un point, dont r est la longueur, la dérivée, par rappoii à <*(* 


vecteur p, s’écrira 
(3) gradV 


dr r dr 


pi est la direction du vecteur p. Comme V dépend uuicjmMmvui 
de r par hypothèse, la dérivée se fait clans la direction p, (h‘ p. 


(^) Ai.ex. Vkrûnxiît, Le calcul vectoriel. Cours d'algèbre^ Cliaj». ML Oaiilhirr- 
Villars, ïgoS. 
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Eli preuaui de nouveau la dérivée par rapport à o de cette 
expression (3). on aura la divergence dn gradient de V ou le 
lapliicien de 

(4 ) div gracl \ = AV = — -, = 

f/p dz dp^ 

ii d\ il I P \ dS d^ \ d\ 

‘ ‘ ' dr dr ^ dp \ r / dr dr^ r dr 

En effet p'^ i. carré d'nn vecteur <ie longueur égale à runité, et 
l'on aura, pour le développement analytique de cette direction pi, 
suivanl les 3 dii'cclions y], ^ des ax(‘s 

P w ^ * y V - -r 

P 1 = ;-h Tf- * 4 - , > ^ \ V-H 3 ^ 

' r r r r ' 


On aura alors pour la divergeucc do pi, 



*1 I / àr dr ôr\ i 

d'où la lorinule (d)• 

(lalonlons inaiiitenanl le laplacien A(Ul^) de la lonction UP, où 
P <tsl un polynoiie sphéi'icjue (i) <?l IJ uin» fonction de r seul. On 
aura d'al)or<l coninu' cl-d(‘ssus 


n-adCl'lV) 


d 


( l l> ) 1 


d\\ 


(<■)' 


A{ IfP ) 1 


dp 
il^ U 
dp- 


, dV 

/p 77p’ 


>iv 

do 


-V -, ■ -+- U 


i/^V 

d?-^ ’ 


coniui(‘ AP =: O d’après (i) le d(*rnier terme est nul. 

D’après les expnessions ( i) el (3 ) également, 1(^ produit des deux 
(l(‘rivées premièr(*s pourra s’t'crire. P étant un polynôme agéhrique 
(Tordi'c /?, 


i/pj dp 


i/V in ; 
pi77;.P'7ÿ7 


= /i r'> -I Y„ 


iJV 

dr 


H 

r 


P 


dr 


Itn [)ortaui (.‘ette valeur ot celle de (4)^ aACC \ ^ IJ, dans (6), 
cell<‘ <l(M'nièi‘e forinnlc' deviendra 


(<>'* 




a H- 
r 


i) 


dr 


)■ 
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On aura de même, en remplaçant, le polynôme P„, par une fonc¬ 
tion sphérique Y„, 

a(uy,o = a(uL^) =2a(up„) + ,up„)^(^,), 

<7) A(UY„) = Y„ -H 2 ^ + , 

\ dr^ r dr J 

On retrouve les fonctions sphériques, ouïes polynômes sphériques 
multipliés par une expression difrérenliclle du second ordre de U. 
Ces expressions sont employées par Poincaré dans sa méthode. 


^ 110. Formules relatives à la sphère. — Quand il n^y a pas de 
vitesse de rotation, les surfaces cquipotentielles sont sphériques, 
comme les surfaces de niveau et les surfaces d’égale densité. Le 
potentiel V,, en un point quelconque dépendra uniquement de r. 
On aura, en vertu do ( 2 ) et de l’équation de Poisson, en dé.signani 
par P la densité en ce point, 


( 8 ) 


AVo = 


dr^- 


2 ^ 
r dr 


4^/p- 


La force d’attraction, au point considéré s'écrira, D étant 

la densité moyenne de la masse contenue dans la sphère de 
rayon 


(9) 


dr “ ^ 


3 


^frî). 


Or P et Vo sont uniquement fonctions de r. On peut supposer réci- 
proquemenlque p est uniquement fonction do V„, et AV„ également 
d’après (8). On pourra donc écrire 


(lo) AVo = /(Vo), /'(Vo) = — ^ ?' 

<^Vo dr dVti 7-r»‘ 

La dernière expression se déduit de la précédente d’après ((, ) ei 
d après (8) dérivée par rapport à .«•, ce qui donne p'. 

Or la masse contenue dans la sphère de rayon r est 

m = 4 7 : r p r^- dr = 17:/'3 D, 
dn 3 ’ 


(II) 


D/-'î =z r p dj'^. 
do 
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12 


lia dérivant cette dernière équation par rapport à v ou a 
( I ) 3 /•' D -t- /■•* D' = 3 /•- cj , /• D' = 3 ( P — D ) . 

En dérivant de nouveau, on aura encore 


(i3) 3p' =:41>'H-rD", 

p' et D' sont négatifs ; p <‘t l) augmentent vers le centre, en sens 
inverse de r. 

D’après (lo) la dérivée do AVo est exprinié(‘ en fonction de {j 
(‘I L). Elle sera donc fonction seuleinenl de la densité moyenne I) 
et de ses deux premières dérivées D^ <*1 D" d’après ( i 3 ). 

Désignons par Ç la variable de Tisserand„ on a 



t i‘cste compris entre o et 3 . 

En olfet Ç est j)ositif et D' négatif, car p •< D, la densité en un 
point étant plus petite que la densité moyenne de la sphère sous- 
picente. D’autre part Ç <C <‘ttr p 

La limite Ç = o, ou =0. est atudnte par une masse homo¬ 
gène, p •-= D, en cliaqiK' point. La limiti* est att(unte pour 

une inass(‘ totalement concMuitnhî. où la deusit('î serrait s(msiblement 
nulle [)artont p o. On voit (pu' ces deux limites sont atteintes 
pour les d(mx cas (‘xh’èmes. où Laplatisscmumt c al.UnnI aussi l(‘s 
deux limites de (daii'aut, n‘^ 80 . 


III. Développement du potentiel pour une Ûgure voisine de la 
sphère. — La inasst' étant soumise a nue rotation uniforme, lc‘s 
surfaces de nivaeui D ~ const. soni délinies par l’é([uation 


La vit(vsse de rotation étant faible, la ligure restera sphéroïdale, 
ou voisine de la s|)hèr(^, et tout(‘s les surfaces do niveau égalemenl. 
La dérormation sera fail)l(^ et fonction de ce-. 

Le [)()Lenticl V r(ist(‘ra donc voisin de celui de la sphère Vq et 
fonclion égalemenl d(î Ou pcml le dévelo[)per suivant les 
puissances de o)- et, en première ap|)roxiination, on ne conservxu'a 

APPKl.I,. — IV (2). 
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<jue le premier terme ca <»)-. ( a*, sera ime fonction F(g)-, .r, z)^ 

ou r, 6 , cp) (l’un point quelconque de la sphère et l'on pourra 

développer celte fonction (ui une somme de fonctions s|)hérlqnes 

(ir>) V == Vo4- /•, (t, o) = Vo-4- i:iiY, 

H contiendra c*)- (*n facteur, et sera fonction de /* seul. On sait, en 
<dfet, par rétiide des fonctions sphériques, que Ton peut toujours 
séparer une fonction F(/*, 0, 9) en un produit de deux fonc¬ 
tions cp(r)i];(0, 9), ou H Y. 

En prenant le laplacien de (16), on aura 

(17) AV = AVo AF, AV = AVo S Ai H Y 

D’après ( 1 5 ) et ( i (3 ) ou peut encore éerha^ 

(ïH ) V'o = V — F = 1) — - (f)‘( ./•- H- )•- ) — F. 

D’autre pari, d’après (10), 011 peut dans (i^) remplacer AVo 
pary(Vo) de (18), ce qui donne, en diWidoppanl par 

rapporta g)-. et négligeant les puissances snporionres, 

AV =/{li — ) -4-AF =/( U I + 91 l- ). 

La [onction 9(U) Contient tous les termes en ro-, seuls conservés. 

Développons cette expression (19) par la formule de Taylor, au 
voisinage de (J = Vo, c’e.st-à-dire an voisinage d(‘ la sphère, ou 
aura 

AV = /{V, ) -I-, ij -, O ( \ 0 ). 

ü \^, et 9( Vo ) sont de Tordre de on néglige les autres. 
Loinine /( Vo) — AVo, on aura encore en comparant avec (17) 

e> n i: AiH V j = I l.r - \7, j /^, y,, 1, f , \’„ > = A?- . 

/• I ) 

où l’on a d’après (lo ) oi ( 16 ) 

<2'<' I - \ n == ï: IIV + - «)n.r2 4- 

■>. 

112. Détermination des coeMcients du développement. - On 

peut exprimer le terme en r»)- an moyen dos fondions sphériques. 
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On a ideiiliqueineiil 


I ‘.>, 3 ') 


l , I ^ 

= .J—^,V-- 


r’- 




i3i 


où I est une coiislanLc, fonction sph(^rique d’ordre zéro et 

la fonclion sphérique du second ordre. 

La relation (lii) devant élre réalisée identiquement pour tous 
les points, pour toutes les valeurs de r, 9 , on peut annuler terme 
à terme, tous les coefficients de chaque fonction sphérique Y,^. 

r* Considérons (rabord ■: i, ou aura 

( 'À.\ ) AU (I ■= ^ 11 (I (t)- -f- Ç ( \ I) )i 

llo est une fonction de r seul, coinrne p\ IJ et cp. D’après ( 4 ). AHo 
sera une fonction différentielle du second ordre de Ho, qui per¬ 
mettra d<j la délerminor complètement, (‘C qui sera fait au numéro 
suivant. 

■V‘ 1 j(‘s termes en Y.j nous donneroni ensuite 
I •>..■) I M II VY I = (^11 -t- (.)•-/-'-j V,, 


on peul de uK-ùne éliminer \ .j pai* ( 7 ) (ù 11 ‘^<u*a déterminé 

(’'i>;al(unenl j)ar um* (’siualioii dilï'énuUifdle du siuauid ordre. 

.V’ hhilin, poMi‘ loiiles l(‘s autr(‘s foniuions spbéimpuvs, on ;mra 

(.(il A( ll\ I = Il V if, 11=0. 

r I > 


11 y a iinc soiulioii évidente II o. Ou démontre qu’il n’y (ui n 
pas d’autr(‘s { voir Poiivcark, Figures (Véijudibre^ p. () 4 )* 

1a‘ dévelo|)p(‘nienl, du [lolentiel, formule (if>), réduira donc, 
dans l(‘ cas (l(‘s figures voisines d(‘ la spluuMS à 

( >7 ) \ \o^- llo-e 


I Id. Les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes. — CiOiisidéroii'' 
uu [)oint 1VI d’uiu‘ (unudie sphériqin* de la masse, avant la rotation, 
où la densité élail p (ù AV(,~~ Itt/p. Ibar la rotation, C(‘ne 
coneh(‘ d(‘ (hmsité p se déforme, (*t bî poini mal('‘ri<‘l (pu élîul vn !VI 
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vient en M'. La densité en M sera alors, en appelant Ç le déplace¬ 
ment normal d’un point d^me couche 

0 ^ ~ O — P — (^/?. ==; P -- p'r. 

' ‘ dr ‘ dfi 


En multipliant tous les termes de celte relation par — en 

désignant par V le potentiel au point M, où la densité est p^, on 
aura, d’après l’équation de Poisson, 


(28) 


AV = AV()“H 4^/p'C* 


Cette équation donne la valeur de Ç, en chaque point, d’après 

(ï 7 ) 


(*^ 9 ) 


SAtHl) 

* 


Ce dcplacement, égal à dr ou dn^ est positif ou uégatil. Lu 
déformation doit être telle, que le volume renfermé dans la coucJï(‘ 
de densité p reste invariable. Désignons par da l’élément do sur¬ 
face d’une couche d’égale densité, déplacé de la quantité Ç. l/élé- 
ment de volume dû à la déformation sera Çrfcr. L’intégrale sera 
étendue à toute la surface sphérique, où /-sera considéré comme 
constant. Comme II est fonction imiquemcnt de /’, <>n pourra 
écrire, d’après (7), 

( 3 oj ( ^ d'y = O, I As 11Y ) ^) f Y/'/aO. 


Tous les termes s’annulent séparément, d’après les propriétés 
des fonctions sphériques sauf le premier où Y<, = 1 (ù qui doniu' 
AHq=o, (l’où, d’après ( 4 ), 


Allô 


dr'^ 


2 /Zllo 
/• dr ’ 


Uo= A H- 

/• 


L’intégrale générale est doünie par les deux constantes A et IL 
Mais B est nul, autrement le poLentiol serait infini au centre 
d’après (27), ce qui est impossible. De même à l’inlini V ol 
sont nuis, quelle que soit la direction considérée, c’est-à-dire ([iiol 

que soiti) donc Hq est nul également et A = o. 

On a donc Ho= o et l’équation (24) définit cp(V,) ) en so, rédui- 
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sant à 


ç(V„) = O, 


9 (V«): 


-“■'■If- 


L’expression de Ç (ay) sc réduit doncàla seule valeur A(H2 Y^), 
qui, d’après (7), peut s’exprimer comme le produit de et d’une 
lonction de /*. Coniine p' est égalemcul fonction de r seul, on peut 
écrire 


(3i') 


A( n,v,I 




y- - 


/■“ 


'1; (' /• 


/• étant le rayon de la sphère correspondante de même volume 
que la surface d’éjijah; densité considérée, le rayon vecteur 
V (x, z) de la nouvelle surface sera, eu négligeant 




.r- -H f- — À 


rri 


4 '(c), 


c’est l’équation d’une famille d’ellipsoïdes de révolution, avec petit 
axe dirigé suivant Oz. 


114 . Détermination de Paplatissement. Équation différentielle 
de Clairaut. Extension de la démonstration au mouvement per¬ 
manent. “ Lu dé!signaut par a ol r hi rayon écjualorial où z - : o, 
(!l, le rayon j)()lair(^ où ;r rz > o, on pourra (Mudre et 
et c —--j-Ç(h teiiaiil coruph* du signe de t. L’aj>latissem(u.iI, 
sera défini par I’(‘\pression 

r ----- ^ >-i—i'-’ : -4^ . 

r r /' > 

Or, l’(i\pr(‘ssi()n de Ç se réduit à un s(*ul l<‘rm<.* A(jloV._>) 

dans ( 3i). On aura, d’après ( '>!>.), 

I ’Ci . A( II, Y, ) .= l n />'■( --= />/,■/■ V 

’ ) ' 

Imi idiîutiliant aveu: ( 20 ), on aura 

i.'Mi '"/O)/-O /il> =||V .+-. 

() ■ \ () / () 

Prenons l(‘ laplaeneii A <l(‘ cette (^xpr(‘siou. Ou aura A(/*-Y ) := o, 
d’après ( i ). f]u égalani (‘ell(‘ uoiivedle valeur d(‘ A(Il Y) uncc (3'1), 
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on obtient 

, -^5 I Ai D/--Y ) = 3pV>/- ^ . 


Or r-Y..» esl ]e pol>noint* sphérique Py. Appliquons la formule* 
i (3) en faisant eD = V^ réquation ( 35 ) deviendra, après avoir 
supprimé le facteur commua /’- \ , 


I Sf) I 


(/~i e J ) ) 
dr~ 


T) (I((i D )- 'Aeo' , 4^' \y 

-- ^J ) H- 

r or V r 


Le dernier terme est obtenu en remplaçant p' par sa valmir ( \ 3 ). 
En développant les calculs on obtient 

I 36 ) e"r O -H le r D'-h \>r IW*' 1 ) = o. 

GY‘Sl Véquation de Clairaut, qui donne l’aplatissiommt e d(* 
chaque couche en fonction de r et de la densité moviuine I), piu* 
une équation différentielle du second ordre. 

L’équation ( 3 (V) peut encore s’écrire on introduisant ?(i ^ ) 

< ■>“ I r- d' H- ') r r'{ 3 — * ) — . 

On peut rainciier l’équation de Glairaut au j)remi(‘r ordre* pai* 
nne Iransformation, au movoii de la fonctio/i de Jladau {voir 

Remarque. — La di'inonsli-aliou de Loiacarà ci-dessus, d'après 
laquelle dans 1 (■(niilil»re relatif et en preiiiiére approxiniaiion. h's 
surfaces de niveau sont ellipsoïdales, |.eul s’étendre facilement 
au cas du mouvement, permanent, avec fonction des accélérations. 
Dans ce cas, en eftet, n" 48 , les snrtaces de niveau sont encore 
données par la lorniule (i 5 ) où la vitesse de rotation constante <.> 
est remplacée par la vitesse de rotation movenne iv, ainsi que dans 
le> formules suivantes. II est toujours fonction de o, ou de (v, et 

de r seul, et toute la suite de la démonstration est conservée inté- 
gralemenl. 

Dans le cas d'un mouvement permanent quelconque. a\ec 
Mlesse de rotation quelconque, on aura encore des surfaces ellip¬ 
soïdales, à la seule condition que les écarts des vitesses avec cidles 

preniiei cas soient de l ordre de la seconde ap|n-oxiinatiou. 
OU de C-. 
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115. Autre méthode par le développement du potentiel. — Con¬ 
sidérons imo surface de niveau S, el, pour le calcul du potentiel V 
(*n \ni point ([uelconqiio, séparons la masse intérieure à la surface S, 
la mas.s(‘ extérieure. On pourra écrire 


( 'iS,) 






llemplaçous alors dans la dernière intégrale, relative à la iuass(‘ 
intérieur(‘, la densité p par sa valeur tirée de (id)? u‘* 33. 


( ‘i<)) Al J = — t' ~ \ -h - ./•- -4- r- ) ^ \ -h 

On aura 

( ',01 N ' == /• f t d- + f - <k - ' é i- Al F ,h. 

Or, la formule do Green, appliquée aux deux fonctions U et y ? 
donne 

Al)s;"S. 


Mais A i 'O, cai' ^ (‘si liarnK)ai(jU(‘ dans loul 1(‘ \oluin(‘, el la 

s(^coridc inl(.'igral(‘ (.‘st nulle. FNous caleulons le potentiel en un point 
suppose'} inic'irieur à la surfaee S, ou dans le noIuuk* \ . Il lautalors, 

à caus(‘du Icr-ine ([ui dev ient infini pour/* =:::(). l'entourer d\iue 

p(}tite sphèr(‘ cr, à laqu(‘lle on étendra l'inlégrale d(} surface, (‘it 
faisant tendre «r vers zéro. En rempla(;anl donc, dans la (lonxièiue 
intégrale du second membre, rfS par <^/S da^ ou aura 



- ( /^/S H- (h ) 


/[7Z{ \ I ' ), 


l;i (‘Si la valeiii* eonslantiî de U sur la surface de niveau S, el 1 iii- 
l('‘gral(‘ est alors égabî A D'autre paî t U <‘sl sa valeur sur cr, ou 
au point 14 quand g- s’annule. On a le signe car il faut prendn‘ 
la normai(‘ en s(Uis inv(‘rs(* sur la peliie sphèr(‘. On a donc linale- 
III ont 




TZiV,-- f ). 
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Portons cette valeur dans (4t>) en y remplaçant V par sa valeur, 
tirée de (Sp), on a 


I 41 1 




O. 


La première intégrale représente le potentiel dû aux couches 
extérieures à la surtace S et au point P. La deuxième représente 
le potentiel dû au volume intérieur à la surface S, supposé rempli 
d une masse de densité constante égale à p ==:: i. Enfin la troisième 
inlégralCj d après la valeur de la pesanteur lû’ 30, peut s écrire 

IgdS, elle représente un potentiel dû cà la surface S, sur laquelle 

on suppose répartie une densité de surface égale à g'. 

Dans 1 intégrale intérieure, à densité constante égale à i, on 
trace une sphère tangente intérieurement à la surface S, qui est de 
révolution. Son potentiel au point P, supposé entre S et cette sphère 

sera égal à ^w-R-Xo, où R est le rayon vecteur de P] cl (40 
s écrira, L désignant le volume compris entre S et la sphère, 




U,. 


■ (O - 1 - — ^ to- Xo. 


Xo est le polynôme de Legendre, qui remplace Y 2 pour les sm*- 
faces de révolution et t est le rayon de la sphère. 

On remplace alors dans ( 42 ) ^ par sou développement en fonc¬ 
tions sphériques. En appelant R' le rayon du point variahhî 



0 


Les coefficients de chaque puissance de R doivent vérifier l équa- 
tion ( 42 ). Pour ^ = o, le second membre sera égal à 

T I .. . 

t ,- o>-t-= const. 

•> 


Pour c est-à-dire pour R-^ le second membre s(*ra 

^w-R-X.j. Enfin il sera nul, pour toutes les autres valeurs de /?. 
Tel est le principe de la méthode exposée par M. Wavre sous le 
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riioin de procède uniforme dans le Chapitre IV de Figures planè-^ 
taires et géodésie. Les développements ultérieurs pour arriver 
aux résultats pratiques, en première et seconde approximation, en 
sont assez longs et pénibles, et ne peuvent trouver place dans cet 
exposé. 


116 . Théorème de Stokes. Le potentiel à l’extérieur d’un astre 
ne dépend pas de sa constitution interne. - Ce potentiel à la sur¬ 
face, comme dans Tespace extérieur, ne dépend que de la forme d<i 
cette surface S, de la mass(‘. totale d(‘, Ta sire iVl et de sa vitesse de 
rotation w. 

En effet sur la surface extérieure, ([ui (\st une .siirfac(‘ de niveau, 
on a 

(4/1) tl = \ -H J to*( = A = consi. 


Sur la surface, la formule de la divergence, dans le cas d’une fonc¬ 
tion dérivée 4^? nous donne 
du 


AV (h — 4 


p. ,h=- 


dr (‘St l’élénumt de voluiiu^, où l’intégrab* est étendu(‘ à tout l’in- 
lérieur. Eai tout point (^xléritnir on aura AV o. 

Soit alors une nouv(;lle distribution int(‘ri(‘ui’(‘ des densités, qui 
(conserve la surface <‘xt(‘rieure, comm(‘ surface de niveau, et A' et 
V' les nouvelh^s valeurs. Le écjuations ])récédeutes auront encore 
lieu. Ilepréseulons par W la dilféreuce des vahuirs du poUmticd. 
Sur la surfaca; extérieure un aura 

( 1() ) \V V — V '= \ — = (a)nsL. J drs ^ o. 

De plus, on aura AVV — o à l’extérieur, comme AV rr= o. 

La formule généi’ale d(‘ la divergence, s’écrit pour une fonction 
veclorl(dl(^ F quehajuqin» 

(47) 

^ (\stia divergence d(‘ cette fonction F, ou sa dérivée par rapport 
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uii rayon vecteur el Fc/S est le produit algébrique du vocleur F et 
du vecteur dS, élément difFérentiol de la surface, orienté posîtiv<*- 
ment suivant la normale extérieure. 

Si F est le produit crime fonction algébrique ü, par le gradieiil 
d^me fonction algébrique V, on aura 


l48 ) 




dr dr- dr dr ’ dr- 


D’aulre pari, le produit F dS pourra s’écrire en remplaçant r/S 
par ndfj. où û?cr=:|<2?S| est la grandeur de l’élément et n sa 
direction normale posilh e. on aura 

( 4q I F = U 4^ </S = U 4^ fh. 

dr dn 


Ces valeurs de ( 48 ) et (49) portées dans (47) donnenl 
CO, 

Si les deux fonctions U et V sont égales à W, ou a 

( 5 „ 


Les deux premières intégrales sont étendues à un volunie 7, 
enfermé dans une surface quelconque S, à laquelle s’applique la 
troisième intégrale. 

Prenons comme volume d intégration le volume compris (mire 
la surface extérieure de l’astre S et une sphère S' de rayon très 
grand R, ayant le même centre que la masse. La première intégrale 
est nulle, avec A\\ = o, pour tout ce volume extérieur à la masse. 
L’intégrale de surface devra s’étendre à S et à S'. En tenant compu* 
des conditions ci-dessus ( 46 ), on aura 



d- 






La première intégrale du second membre est nulb*. d’après ( 4 ()), 
La seconde s’écrira, d’après (46) également, 
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( )v V ei \ ^ sont (U; Tordre de ~ ^ et ^ de Tordre de ? et t 

R dn an R- 

( ontient R-. L’intégrale du second membre est donc de Tordre 
de ~ et tend vers zéro, quand R tend vers l’infini. Le second 

membre de ( 52 ) est donc nul pour tout l’espace extérieur. L’inté¬ 
grale du premier membre étendue à tout l’espace doit donc être 

nulle. Il faut qu(‘ l’élément d’intégration soit nul. Donc W est 

constant dans tout Tespacci et cetle valeur constante doit être nulle 
car W est nul à Tinfini. <‘ouiuie V et V', on doit donc avoir 
\ ' V, quel que soit la répartit ion inUM ue d(*s densités. 

Il s’ensuit que les mesures du pendule, faites à des altitudes 
(lilférentos, ou bien les perturbations produites par les astres exté- 
i‘i(‘urs ne peuvent rien nous apprendre sur cette distribution inté- 
i‘i(‘ur(‘ des densités. 


117. Extension du théorème de Stokes. Chaque coefficient des 
termes du développement du potentiel est un invariant. — Le 

polenticd, en un point P quelconque, extérieur à l’astre, à la 
<li.stan(îe /’ de son centre, peut se développer sons la forin<‘ 


\ 


- / y ^ 

• jLd r'> ' 




où l(‘s \/, sont exprimés au moy(Mi des l'ouclions sphériques. Nous 
donuons les deux pr<‘miers termes du développement, [)our nu 
asir(‘ ( 1 (‘ i‘évolutiou de masse M, les moments d’inerti(M'‘tant A. et C. 

Soit V' la valeur dt; ee |>ofentiel, au même point, |)Our une 
autr(‘ distribution des densités. D’après l(* tliéorème d(‘ Stokes, on 
aura, (ui (*luu|u(‘ point, 


( '>4 > ^ 


\ ^ 


.'■E 




|,(r. 


\ ( t : 


\»l 




( )r r dépend du point 1 ^ (‘t les V „ d(^ sa direction parles angles 6 
(0 cp dans les X,;. Cette ex[)ressiondevant être* identiquement nulle 
(*a tout point (l(‘ Tcs[>a(‘e, il laut (pic l(‘s coerii(‘i<‘nts des fonction^ 
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spheriques soient égaux pour les deux dislribuUons des densités 
et invariants ). 

Le prenuer coefficient est la masse M, qui est évidemment un 
invariant. 

Le second coefficient est la différence des moments d’inertie 

A. Llairaut en première approximation, Airj, Callandreau 

en seconde approsimalion, «vaienl déjà démontré, que collé qnan- 
l.lé ponvail s eiprimcr par les seules données siiporliciellos 

(55; 


Mf> 


= (2« — 3 } -I- -c-i— i.%é. _ ! 

\ V. ' 7 ■ 7 


•y 


6 est le peut axe de a Terre, e son aplatisemenl, ^ le rapport do 
la force centrifugeai attraction, et y le coefficient, qui mesure la 
déformation de l’ellipsoïde en seconde approximation. 

On peut d’ailleurs donner une démonstration directe de ce 
3 éerffT'' '' développement du potentiel pouveni 


(56) 


Z' ^ 27C 

sin 0 ' é/ 0 ' f X„ ,h' I d 


P est la densité en un point intérieur P'(r'. ô', par rapport 
auquel est faite 1 intégration étendue à tout le volume, a, étant la 
valeur du rayon à la surface. X„(cosy) = Y„(t 5 , 0', ^') dépend 

de la position du point P' et de celle du point ]>(,•, 9, 9 ) pour 

lequel est calculé V. , y; poui 

sphérfquef^'“ développer en fonctions 

_ I’ ? dr' = \; + Y', -h V -H. ... 

Eu portant dans (56), l’intégration annule tous les termes où les 
indices sont différents et Von a 


siu0' é/0' / x„ Y'„ oîo' = — 

‘ \i ri I 


V, 


■880Î de. pianote., OUscrvalim. ,1., Pii.-is, 
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Y,i est la valeur que prend Y', , dans la direction 0, cp, du point P, 
quand on a Intégré par rapport à cp' de o à stt et par rapport à & 
(le O à TT. Les limites d’intéîgratlon étant constantes, les résultats 
no dépendent plus de Ô' et cp' à l’intérieur, mais des seules valeurs 
r, 0 . 9 relatives au point P, qui peut être pris sur la surface. 



CHAPITRE X. 

KKI.A’nONS ENTRE LA DENSïTfi ET LES APLA l’ISSEMENTS. 


118 . Contenu du Chapitre. — Après avoir établi réquaLion dif- 
lorentieUe générale, donnée dans le chapitre précédent, ClairauL 
avait établi les formules pratiques, ([ui permettaient de calculer 
raplatisscnient à la surface et sur les difïérentes couches internes. 
C’est rGtiid(5 de ces formules et des résultats que l’on tvn lire, ([iii 
forment l’objet de ce cliapitre. 

Glairaul on avait déduit des limilt^s de l’aplatisseiiuuit tjui uni 
été resserrées dans la sullto (.)n peut y joindrt» l’tdudo dtvs formules 
de d’Alembert sur la Naltmr des mouients (riiuu'tie, (jui fouriiiroul 
des limites remarquables dans le chapitre suivaut. 

On cludiera encore la détermination d(‘ l’aplal.isstuntml de la 
Terre par L'actiou de la Lune, et la (‘orrectioii tjut» ptmt apporler 
la présence de l’Océan au-dessus dt‘ récorce. 

On reniai‘q II (‘ra (puî toul.tvs les formules d(‘ et* cliapitrt*, établies 
pour l’équilibi'c rtîlallf, sont valables pour Iti inouvemonl [lerma- 
nent, où la vitesse de rotailt)ii sérail variablt* d'une couche à l’antre, 
(^ela tient à ce ([u’en j)n‘mière a|)proximati()n, les conditions rela¬ 
tives à l équilibre des surfac(‘s d<‘ nivt^au se Lrouveul, loult's rem- 
|)lies par les surfaces tdlipsoïdaltvs. 


119 . Équation générale de Clairaut reliant les aplatissements 
à la vitesse de rotation. - La formule {18 ) du Chapitia^ 8 doniu* 
la vitesse d(‘ rotation w sur la couche dont le petit axe est /*. En 
développant par rapport à c et et ( 21 ), négligeant >/' et c'C e\ 
remplaçant X- pai' 2^^, valeur eu pr<unie*re approximation, on 
obtient la formule 
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(i désignerji dans ce chapitre le petit axe des couches ellipsoïdales^ 
c d(^slgne l’aplatissement sur la couclie dont le petit axe est a, 
c,. 1 apIatisseuHîut de la couche dont le petit axe est /•, limite di^ 
l’intégration, dette formule est valable du centre à la surface, dans 
les conditions indi(|uées au Chapitre Vlll n'» 97, que la vitesse de 
rotation rj) soit la même ou non. 

En intégrant |)ai‘ parties on obtient la forme classique*, doniié(* 
par Clairaul, au lieu dv. celle (‘u dp, donnée par la méthode d(* 
M. Harnv, 

• » .» /■* /' •» . /■ 1 

)<»)- c / , > I / . ! / / 

{'>] —I p(/fr '—-r / z> -/ p 

ÎSt:/ •) y-R^/ ' 


H faut rmnarcpK*!’ ([u’en uéglîg(‘anl /'* ou c-, alors ne dépend 
<jue de la distance au (‘<‘iUre r, et est Indépendant de la latitude 
dans (i) (*l (:>-). l^a vil(*ss(‘ de rotation (*sl la même sur tous les 
|)ai‘alléles de (diaque surfa(‘e <!(* niveau. 

On a vu d’ailleurs, ii'’ 97 , (pie était négligeable, en première 

aj)/)ro:rinu(/ion. I.es surfaces ellipsoïdales r(*inpli.ssenL donc dans 
ce cas toutes les conditions hjdrodynamiqu(‘s d’équilibre, aussi 
l)i(in dans h* mouvemuînt jxuMuanent (pu* dans ré(piilil)r(‘ relatif 
aussi bien a\(‘c mu* vit(‘ss(‘ (h* rotation vai'labh* d’uin^ (‘ouch(‘ 
à l’aiitiH*, ([u’av(‘(‘ mu* menu* vil(;ss(‘ partout. Ca* dernier cas était h* 
^eul envisagé jiar Clairaut. 

Il (*sl intéiessant d’introduire dans c<*tt(^ formule: le rapport d(^ 
la force c(‘ntrifug<‘ (‘t (h* l'attiNuUion, à la surfa<U‘, rapport donné 
|)ar r(*\pérl(‘n('e avec une grande précision, et la densitc'* moyenne D, 
d(‘ la masse (‘onUmne dans la <‘om'h(* r. On a h‘s jbrnnil(*s (' ) 




( 0 - 


kC 




et en d('‘rivant c(*ttc dmniérc, par rapport à /•, 

■{'iy 'ip :n> e rlé, '\\y ; rl>". 


La foriuuh* (.‘4) d(‘vieut, alors, 


1 ) étant la densité nuyyenue de l’en- 


(') l.’cxprt'ssion f ctanl (I(‘t’ordre do e, on peut > l’ijplatissement, 

première approximation, en négligeant e'\ 





l44 FIGURES d’équilibre D’UNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

semble, 

(4) J D — içDij = ^ pdea^-hj" pcle. 

Les formules (i), ( 2 ), (4), sont trois formes équivalentes de 
Pëqiiation générale de Clairaut, reliant les éléments w, e, p, J' de 
chaque smfacc de niveau, éléments qui peuvent être tous variables. 
Si l’on considère co, comme constant par exemple, on pourra cal¬ 
culer l’aplatissement e de chaque couche et de la surface, si l’on 
connaît la loi des densités p. 


120. Les limites des aplatissements. — La formule (i) devient 
à la surface ( ’), avec r = i. 


(5) 


3to2 

8:u/ 



5 


pi* 


Les indices i indiquent la valeur des éléments à la surface. La 
formule (3), intégrée par parties, donne 


16) 




P da'^ = D — p. 


En tenant compte de cette formule et de ce que Ton a, du centre 
à la sui'face 0 <; a-e <; ei, on obtient la formule de Tisserand (-) 

(71 

En négligeant p, densité à la surface, on retrouve la relation fonda¬ 
mentale donnée par Clairaut, indépendante des densités^ entre 
l’aplatissement et le rapport delà force centrifuge et de ratiraction. 


( 8 ) 


<e< 


5 




2 


Pour la Terre on aurait 280 << 11 c <C 5 nn. 

On aurait e = ^7 si a-e = 0 , c’est-à-dire : i'^ si toute la matière 


(^) Eq tenant compte du terme en pi fourni par l’ellipsoïde de surface, d’après- 
la méthode Hamy, remarque n" 65 , Chap. VI. 

(-) Tisserand, Comptes rendus^ t. 99 , 1884 , p. 'Spg et Bull, ast.^ t. l, 1884, p. 417. 
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élait condeiis('‘o au centre, alors tous les a seraient nuis, ou 2® si 
toutes les couches inUhâeures étaient sphériques, tous les e inté> 
rieurs nuis. Ce dernier cas ne pourrait avoir lieu que pour une 
masse solide ou une masse fluide sans rotation. 

On aurait e ^ cp, si — à l’intérieur comme à la sur¬ 

face, c’est le cas des surfaces homofocales, ou si 2/’ l’intégrale se 
réduit à l’élément de surface correspondant à p,, c’est-à dire si 
c/p —O, cas de l’ellipsoïdi» homogène. 

Si la vitesse de rotation w est la même partout, cavs deux limites 
correspondent au cas de condensation totale nu centre, ou d’homo¬ 
généité. 

On peut calculer ç [)oiir les planètes dont on connaît la vitesse 
de rotation. I.’a[)latissement est compris entre les limites données 

par (dalraut. Il (‘st toujours plus petit que ^cp. On. on conclut 
([u’aiicune planèt(‘ m* peut être homogène. 

Pour la Terre, le rapport^ ost égal à i,o 3 . 11 est plus voisin 
(le /[/[)'' ((ue (le 2. La Terre ne peut pas avoir une très forte con¬ 
densation vers le (amtia;. 

Pour Jupiter et Saturne, ces rapports atteignmil i ,/j 5 () et i , 43 /|. 
Ils se rapprochent de 2. ïl doit donc y avoir uiu^ condensation 
prononc(*e dans (ms (l<m\ [>lanètes, (‘omnu^ l’indicpie d’ailleurs la 
faibhi (hmsilé moyenne, on veri’a plus loin qu’on ne peut rendre 
compte de l’aplatiss(‘m(mt de cvs deux planètes <pi(i par une loi des 
(huisités donnant une inflexion et une sorle dc‘ noyau central. 

Pour la T(‘i’r(^, la d(‘nsit(* sup(u’(i(u'elle est égale à envircm la 

moilié d(‘ la densité moyenne. Le rapport ^ doit être (compris 

(mtr(‘ 0,8 (0 1,4 d’a|)rôs (7). L’applalissement doit être compris 
(mtr(‘ i/ 23 o'‘ et i/ 4 o 3 ‘'. Telle est l’approximation que permet 
d’alUundn^ C(?tte [)remièi'(* formule, indépendamment de toute 
nnesure géo^lésiqu(^ Les limites primitives de Clairaut étaient 280 
et 077. 


121 . L’équation différentielle de Clairaut. Premières transfor¬ 
mations. En dérivant l’équation (i) par rapport à r, on obtient 


( 9 ) 


H'k/ dr 




^ a'^dp. 


AI»I‘KI.ï,. — IV ( 2 ). 


10 



> ÇIff||S p’^QÜILIÇRE D’UNP/^;MASS^ HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

Ôe i|itrodiiit ici rhjpothése de la rotation uaiforiiie, comme un 
.corps solide, en faisant d(i)' = o. fi^Vniation (9) peol s^îcriro alor> 

( 10 ) r^\) e'~ '.\r-e j^ — ‘i a^ed^. 

Eu dérivant une seconde fois et lenaal compte de ( d ) r\ ( V), on 
reti'ouve finalement la formule du n‘’ lli 

{r I ) ] > r- c" - 4 " C)pre' •(> ( t) — p je --- — /■ IV e, 

Si la loi des densités p est donnée, la loi des aplatissements sera 
donnée par cette équation différentielle du second ordre, eu fonction 
de la variable r. C’est Féquatiori dllférentielle donnée par Clairaul. 
Elle a une grande importance théorique et a fait l’objet de très 
nombreux travaux. 

On a cherché do différentes façons à simplifier cette équation 
différeiitiellc. Avant la transformation de Radau, 132 , qui la 
ramène au premier ordre, il faut citer celle de l.egondn* qui sup¬ 
prime le terme en e'. Elle a été utilisée par Airy 

Legendre considère l’expression eDr\ Une première dérivation 
■pu? rapport à /’ donne, en teiiaiK compte des formules (d) (‘t (d') 

Une seconde dérivation donne trois des lerines de la formule (11) 

- ( e 1 ) ; '•* /' — e" D r - -4- i^e' ^ r 4 - (> p - 4 ^ ‘ w v v '. 

En portant cette expression dans la fonnuh' (11), récjualioii de 
Clairaut s’écrira 

( II' (e D y — ( 141) /• p') 3 e r p + - 1 ) . 

On verrait facilement de même, en faisant les calculs, (ju’ou 
[)eut l’écrire emmre 

(ir)" I1)2 '}j r\\y^){er) 

ou,’ 


( ’) Tisserand, Mécanique céleste^ i. 2, p. :<io, 
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122 , Lois de variation deà aplatissements internes. ^'Ùn 
voit que a^e est nul aii coutre el ensuite positif. On a donc, au 
voisinage du (îcntro, 

(ît. — a-e>ü. 

Les éichnents do rintf‘gralo de (9) sont donc positifs etie rcstehl 
lou jours. On a e'>> o. Les aplatissements des couches de niveau 
sont toujours croissants du centre à la surface^ dans une masse 
fluide fuHérogène tournant tout d une pièce. O’esi le preini(H‘ 
théorème de Glairaul. 

On voit d’après (9) (pfils scirout (‘ucore (u*oissanls, cl plus vite 
({ue dans ï hypothèse de ClairaUL vitesse de rotation des 

couches internes croît du centre» à la surface. On a donc aliisijün 
moyen de faire varier I’a[)latissemeut superficiel théorique pour le 
faire cadn‘r av(‘c les mesures données parla géodésie. 

lies aplatissements croîtront moins vite que dans l’hypothèse de 
(dairaut si h‘s viUîsses sont décroissantes. 

Knfin les aplatissements des couches internes seraient constants 
(Ml décroissants, si l’on avait une vaiuation de vitesses telles que 


( !•>, I 


3 (Uv- 

sTÿ' (Jï- 



I)éri\()us maintenant ré(|uatlon (•>.) par ra[)[)ort à /. en 
faisant : o, ou ohtiiml 


I I '> ) 


( '\r. 





itn- 



la* s(‘cond memhn* i*st positif. 011 a donc 



Ia^s aplatissionents varient de telle façon que Vexpression 
est décroissante du centre a la surface. (f(‘st le second théo- 
reuK* (l(‘ ( ilairau l. 

Lui tenant (îompti* (h* (o) (‘t (/\ ) l’expr(‘ssion (id) peut encore 
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Ea dérivant de nouveau on retrouve l’équation différentielle de 
Olairaut (i i)* Voir n^ 133 d'autres lois de variation de e. 


123. L’équation de d’Alembert relative aux moments dUnertie. 
— On a pour les moments d’inertie d’un ellipsoïde de révolution 
les formules connues, a étant le petit axe, A le moment par rap¬ 
port à l’axe de rotation, 

(i6j A = 

H = ^ m{a^ -h -- 7üp «•'■*( I -4- X^) (?. -4“ X-). 


On en déduit immédiatement les moments d’inertie d’une couche 
ellipsoïdale élémentaire de densité p. La différence des deux 
moments d’inertie, en négligeant et prenant s’écrira 


(i 6 y 


dA — dB = —, Tip da^e. 

I '> ' 


En intégrant du centre à la surface, on obtient immédiatement 
la relation 

(17) J f pda^= C pda-'e, J = ^• 

J Q J Q A 

Cette formule ( 17 ) a été donnée par d’Alcmhert ('). La valeur 
de J est donnée par l’astronomie et déduite des mesures de précos- 

.sion avec une grande précision, = 3o5,3i. 

Cette expression donne une nouvelle relation entre les densités 
et les aplatissements. La loi des densités étant donnée elle permettra 
de calculer l’aplatissement superficiel qui cadre avec lo. nombre J, 
ou avec la précession. Ce sera l’aplatissement théorique coi'res- 
pondant à la précession, c’est-à-dire à l’action extérieure de la 
Lune sur le renflement équatorial. Cette formule permet donc de 
relier raplalisscment à la densité au moyen d’une donnée puremen t 
astronomique. 


124. Les trois formules fondamentales. - [.a formule gém'î- 


(^) Recherches srfr différetifs points importants du système du monde, 
2, art. G, p. -or. 
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raie (4 ) s’écrira à la surface en faisant 

(18) 1" pdeaK 

Elle permet de déterminer une autre valeur de l’aplatisseinentj 
connaissant la loi des densités p, et on fonction du nombre cp 
dépendant de l’altraclioïi et counue également avec préci¬ 
sion ^ = v. 88 . 38 . Ce sera raplatissement théorique correspondant 
à l’attraction. 

Ces deux relations permettent d’éliminer l’a])latissement du signe 
<l’intégration. On a la relation 

(19) _ iç^D,= JjT P daK 

On obtient raplatissement théorique superficiel e en fonction 
des nombres 9 et J, par une simple intégration ne portant que sur 
l’expression de la loi des densités p, et ne contenant pas les 
aplatissements internes e. 

Les trois formules (17), (18), (19) serviront séparément dans 
les calculs pratiques pour déterminer la valeur de l’aplatissement, 
((ul cadrera avec la [)récession et J dans (17), ou avec; l’attraction 
<‘t 9 dans (18), étant donnée une certaine loi de densité p. 

La formul(‘ (iç)) fiermettra dans h* (;hapitre suivant do calculer 
deux limites très im[)orlanles et très resserrées, (mire lesquelles 
raplatissement e s(‘ra (‘omprls (*t (jui m; dépendra que de 9 et J. 

Remarque. — La formule (id') intégrée, en tenant compte 
d(; (18) où Ton rétablira a\ dans le second meiid>re, doniu‘ 



On a tiré J de la formule (i 7). Ces formules donnent les moments 
d''inertie de la Terre et leur dilTércnce (jul est un invariant, ir’ 177 . 


1 ! 25 , Nouvelles limites de raplatissement. - L’intégrale de (19) 
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peut s’écrire en intégrant par parties, 


(20 J 



da~" = P1 -h 


X 


0 


De même la densité moyenne (6) peut s’écrire 



Comme on a ^ < i, l’axe polaire étant pris pour unité, on aura 


(2l) 




Fi< Üi. 


(iCtte valeur portée dans (19) donne 

1 ^ I ^ 

( ) <r ~ w -h - J, l : e > ) . 

2 .') 

une nouvelle limite de rnplatisseiuent, plus resserrét'r 
que ^ cp, 11" 120. 

La formule (17 ), intégrée de méim^ par parties, doniu* 

() 0 

J pi-h J / //•» ^/p = pi-h / «'/‘•er/p. 

Comme les aplatissements sont décroissants on a e, (‘t 

<‘l .) <r,. 

désignant l’aplatissement 

■ :: .1. 

puiscjuc ,1 On obtient ainsi deux nouvelles limites de l’apla- 

lissement superficiel, et une limite de l’aplatissement central, 
lndépc‘ndant(‘s de loute loi de densité, comme celles (1(‘ (Uairaut 


('Vij 


J a-^e - e\ J* c/p 


On aurait pour la même raison; 
central. e„: d'où l’on tir(‘ 


( ‘>4 ) 


J V] — <? 1 P1 


cl 


.1 • 


- es H- -'.1. 
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(3n a VU que les limiles de Glairaiit iHaient âSo et 077 dont le 
rapport esl iij 5 . ï.e nouveau rapport est i, 1 3 . La considération des 
moments d’inertie permet de déterminer malhémaliquetnent deux 
limites de raplatissement à i/8‘' près. 

La limite >> J a été signalée par Gallandreau dans sou Mémoire 
sur la théorie de la figure des planètes (Ohs. de Parà^ t- 19 , E, 

P- ‘ 9 )- 

On peut aller plus loin et essayer de trouver une expression de 
l’aplatissemenl e, fonction de 9 et J. mais indépendante de l’inté¬ 
grale de (19) (‘I de la densité p. C’est le problème qu’ont résolu 
Radau et Poincaré. 

Nous verrons dans le chapitre suivant, (jue l’intégrah^ de (19) 
peut s’exprimer avec une très grande approximation, indépen¬ 
damment de toute loi de densités et au moyen des smiles données 
superficielles connues. H. Poincaré a déterminé une première 
limite de cette expression et de e. M. A. Véronnet en a déterminé 
une seconde extrêmement rapprochée, qui n en difière pas de plus 
d’un millième. Dans l’hypothèse d’une rotation uniforme, hypo¬ 
thèse de Clairaut, Vaplatissement de la Terre se trouve ainsi 
déterminé à un millième près par les seules données astrono¬ 
miques et physiques, indépendannnent de toute mesure géodé- 
sique. 

126 . La loi des aplatissements internes dépend uniquement de 
la loi des densités. - Considérons l’é(|uatiou générale de CJairaut, 
formule (2), en écrivant partout la variable r pour simplifier, on a 


( 26 ) 


Wf 



I 






P dr. 


(Quelles qu(f soient la loi des densités et celle des aplatissemeuts, 
comme on a o /’< ' k on peut h^s supposer développées suivant 
l(‘s puissaiK'es d(‘ r 

i'>n ) P — S„( I-f-ai/■ H-a,/-'-h. . . I, (■ <?()( I-4- [b r H- [iî 


où p„ et e^, sont la densité et raplatissement au centre. 

En portant ces valeurs dans (26) et intégrant on obtiendra une 
expression de la formi? 



i52 figures d’équilibre d’une masse hétérogène en rotation. 

On obtient facilement Texprossion de chacun des coefficients k 
én fonction des a et des ( 3 . 

Si Ton suppose la vitesse de rotation constante, il faut annuler 
chacun des coefficients /r, excepté A’o- On a 

/to = (i -4- - a, -t- - « 2 - 1 -. . .) H- [i, (- -4- - a, -h. . .) -4-. . . j 

X'i = - a, j [il-H g a, ^-4- - pi = [il -f- ia, = 

(■29) kn = [3„ 4- ï',' ^ a/, ^ . 

En faisant A*, = o, on obtient (3i =r= — i ^ 5 ^,. 

En annulant /-.j, on détermine (Sg en fonction de ai et de «a et 
ainsi de suite. De plus toutes ces valeurs sont déterminées 
linèairemenL II n’y a toujours qu’une seule solution parfaitement 
déterminée. 

Si donc on s(* donne la loi des densités on en déduira celle des 
aplatissements et réciproquement. 

Si Ton suppose que la vitesse de rotation des couches internes 
n’est pas partout la même, on écrira la loi des vitesses de rotation 
d’une façon analogue 

( 3 0) co‘-‘= (0§(n-vi/'- 4 -Y2/-2-1-,,. Yi=^, .... 

A'o 

11 faudra connaître, ou se donner, deux des lois donnant p, 
ou w- pour déterminer la troisième. Il est plus naturel de supposer 
connue la loi des densités p, car il sera plus facile de faire des 
hypothèses, ou des mesures, sur cette donnée physique. 

,On peut supposer par exemple la densité pi à la surface et la 
densité moyenne D, suffisamment connues, ce qui permet de 
déterminer deux des [)arainèlres po, «i, ao, ... de l’expression de p 
dans (27). On peut supposer tous les a nuis, sauf a.., et l’on obtient 
la formule de Roche 

(31) p = p„( I ~ a/*2)j p, = p()(i — oc ). 

La coui be des densités est représentée par uiie [larabole ayant son 
sommet au centre. J.es deux coefficients po et a sont complètement 
(léterminés par les valeurs (îxpérimentales p, et I),, ce qui ne laisse 
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peut-être pas assez de souplesse à la formule pour représenter les 
autres données. On sait que pi, densité à la surface, est détermine 
par l’expérience d’Airy et doit vérifier la formule de 1 accroisse¬ 
ment de la pesanteur avec la profondeur. 

Si au contraire on annule tous les coefficients a, sauf a,^ qu’on 
laisse indéterminé, ou al)0util à la formule de Lipschitz a trois 
paramètres. 

(32,1 ? = ?<i( I — =<'■" H '* = 

On peut délennincr p oL a par pi cl l)i cl faire varier n cleo a oc. 
La loi des densilôs variera en môme temps depuis riiomogénôilé 
parfaite jusqu’à une certaine condensation, qui n’est d’adleurs 
jamais totale. De plus on verrait facilement qu’avec cette lorniule 
tous les (3 sont nuis, sauf les multiples de n dans 1 expressicin de c. 

127. Formule de Hennessy. Paramètre de condensation de 
Callandreau. — Dans le cas d’nne rotalion uniforme, ou 6)= con¬ 
stant, on a 

O)* . 

(33) 

Or 

3 (0- 

De plus on j)eul écrire* 

Di = po( 1 -4- a ). e\ -= f*o( I H- [^,), 

OÙ a est la valeur d’une série formée avec les a, et (3 est uiu^ série 
formée avec les (3 et |)ar consécjuenl aussi avec les y.. Ou uhtienl 
alors faf;ilein(*nl l’expression 

9 ( I H- a j ( 1 -H [:> ) ? I,', , , 

(34) 

On voit que l’aplatissement superficud e, est proportionnel à o 
et uniquement fonction des a et par conséquent de la densité f5. 

Les formules de Clairaut rnontraienl déjà que Za loi de variation 
des aplatissements ne dépend que de celle des densités. On voit 
de plus ici qu’elle en dépend Unéairement, avec une solation 
unique. Eufin Vaplatissement superficiel e^ est proportionnel au 
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f'Àp^ôrü^'ée là force cen^ à V attraction (*), c’est-à-dire 

ptôpcirtion.nel au rapport de à D^. 

Sur un àstre, autre que la Terre, en y supposant la même loi de 
densité, l’aplatissement serait parfaitement déterminé par la 
ëb^^aissanée de 9. Si l’aplatissement mesuré n’est pas le même 
c’est que la répartition des densités à l’intérieur y est certainement 
différente. 


Le rapport | a pour valeur i,o 3 pour la Terre et \ f\o6 et i 

pour Jupiter et Saturne. Ces valeurs indiquent pour Jupiter et 
uùi état de condensation analogue, mais très différent 
Terre, Nous verrons que la valeur relative des densités 
süpéiii^eÛe^ doit y être beaucoup plus faible que sur la Terre. 

Hennessy qui a donne la formule ( 34 ) a calculé l’aplatissement 
de là planète Mars en y supposant la même loi de densité que pour 
la Terre. Il trouve —en prenant — ? nombre deFaye, pour 
celui de la Terre. 11 montre qu’il est en assez bon accord avec le 
nombre ^ déduit par G, A. "^oung des observations de cette 


planète. On pourrait en conclui'e que la constitution interne de la 
planète Mars est voisine do celle de la Terre. 

On verra au chapitre suivant que la fonction F(p) de (34) 
de Hennessy n’est pas autre chose que —où Ci est la varial>le 

de Radau, que Callandreau a appelé précisément le paramètre de 
condensation. Pour la Terre la valeur de tîi est 0,08, elle est 
de 1,64 et 1, 3 g pour Jupiter et Saturne. 

En admettant que la loi des densités, et par conséquent F(f>) 
de (34), soit la même pour Jupitër et Saturne que pour la Terre, 
on obtient, en désignant par l’indice i les éléments relatifs à la 
Terre et cp = i ; 4^ étant la valeur sur Jupiter 


1 . ^ — * 

~ 297 ~ ‘ 


(^ ) Laplace {Mécanique céleste) avait déjà signalé que e était proportionnel 
à ç, si la loi des densités était la même, et indiqué, comment on pouvait déduire 
I aplatis-iement de Jupiter de celui de la Terre dans cette hypothèse. C’est en 
reprenant la même itlée (jue G. H, Darwin montre que la loi des densités d<‘ 
l.apla(<- ne permet pas dVxpliquer l’aplatissement de Jupiter {Monthty Notices, 
J «761. 
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L’aplalisseuieni de Jiipiler seraitde i ; 48 , 4 ^ 1^1 lieu de i V 
près de trois fois plus petit. Pour Satu,rue ,on obtiendrait,de 
I : 26,4 au lieu de i : 9 ,a, vafepr èîgalemenl trois fois/trop petite. 
La loi de répartition dos densités à Lintérleiir de Jupiter .et de 
Saturne est donc très différente de ce qu’elle est pour la Terre*, 

Supposons que la loi des densités de Saturne soit la même que 
celle de Jupiter, nous aurons pour son aplatissement 

» 47 ^ ■ 

17,1 à’ 5 

Nous retrouvons ù 0,01 près l’aplalissement observé. La loi des 
densités pour Jupilcr et Saturne doit être la luèuie, eomme elle 
semble- être la même |)Our la Terre et Mars, mais elle doit être très 
difFérenle pour ces deux groupes di! planètes. Les deux grosses 
planètes doivent avoir une condensation plus prononcée que la 
Terre, une sorte de noyau central à pins forte densité, entouré 
il'une enveloppe superficielle jilus légère. 

128. Limites de l’aplatissement et de la densité au centre. — 
dette question a été éliidiéc par Stioltjes, Radau, A. Véronnet ('). 
La formule ( 17 ) montre que .1 peut être considéré comme une 
valeur moyenne d(> e, toujours croissante du (umtre à la sur¬ 
face. Ou peut (loue écrire comim- ou a vu 11 " 125 

' .1 C| rl -- -■ 'to',.';!. 

f'tl 


De plus la formule (i.ô) s’écrit au centre 

► 

'I 

LomnK^ <m n dr ; > o du ccnliu* à la surbicc, n" 122, on en dodnll 


^ '} l ) 1 

( ‘iri) ^0 7 9 » 

I P" 


'\ eu I f 


(') .Siii-I (Mrs, /ht/, astr., l. 1, 1». if)'» d Arc/iiva.t néerCand-A. 19. U.w>aii, Bu,/. 
mir., l. e, 'f(Ssr;ii.(Ni(. .Wr. ré/., t. 2, p. rdi. \. VràoNNi-n-, Journ. dr 

iWafh.j dliRp. N H. 7 

Voir aussi M. Hamy, Heninr<iues sur la fhrorir ^rnrrale <le la /U, 

planrtes (Joarnat de Mathém., p. i >•>). 
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Gomme on a on peut remplacer e^^ par e, dans cette 

dernière expression, on obtient po> 7J07. 

C’est la première limite de la densité centrale obtenue par 
Slicltjes. 

On a aussi 

( 37 ) PI (, <.'1 — )< / P eo ). 


En portant la première inégalité dans ( 35 ) on obtient 


( 38 ) 



i-D. 


ei 


eo 


3 



En remplaçant ici eo par J qui est plus grand, on a (Hicoro 
( 39 ) ^“>1 


En ne tenant compte que du premier terme, en dehors de toute 
hypotlièse sur l’aplalissemenl e et la densité siiperlicielh^ p, on 
a po> 7 , 36 . 

En faisant i : ^ = ;qj7 et pi compris entre i>. et 3 la limite de p^ 
reste comprise entre 7,44 cl* 7,46. 

Stieltjes etRadaii déinontrent aussi que l’on a l’inégalité 

( po— O, p, y» >(' I )i _ p, )" 

en prenant D, ^ 5,56 et F, = 4,74 étant Tiulégrale d(^ (19) on 
obtienlpQ >> 7,3 pour p, = a,o et p„> 7,4^^ pour p, = 

Si p"<; O on'a encore (Stieltjes) 

P 1 < 3 F — 9 . D = 3,1 0 , 
po < lot) — 9 F = i'>.,94. 


Si Ton porUi dans ( 35 ) la seconde des inégalités ( 37 ) on obtient 
une limite snpérienn» de po, qui dépend de (?o 


(■40) 


> <pDi 
9 ^eo — 3 e I 


hhi donnant au rapporte, :e^) diiréreiites valeurs, les iormules ( 38 ) 
(‘I (40) donn(mt les deux valeurs limites entre lesquelles la donsit('‘ 
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centrale reste comprise 

Cîi : e; l. i,i. 1 , 2 . 1 , 3 . 1 , 4 . 1 , 5 . 

po. < 7 ,o 5 9,12 12,o6 17,56 24,70 42, 3 o 

po. > 7 ,o 5 8,07 9,10 10,12 u,i 4 12,i6 


On ne peut pas songer à établir une limite supérieure de la den¬ 
sité, indépendante de Co, car théoriquement la densité peut devenir 
aussi grande que l’on voudra au centre. 

Les trois formules ci-defesus (17), (18), (19) permettent de 
résoudre complètement le problème de l’aplatissement en fonction 
de la loi des densités. Eu prenant la loi de Lipschitz à trois para¬ 
mètres et faisant i : e^ = 297, on obtient pour les valeurs de la 
densité centrale po qui correspondent à la densité superficielle p^ 
les valeurs suivantes : 

P,. 2 , 0 . 2 , 2 . 2 , 4 . 2 , 6 . 2,8. 3 , 0 . 

po. 9,70 ïo, 2 v 5 11,07 12,39 i5,o8 22,62 

\a\ formule do Roche, qui rend assez bien compte des difl’érenls 
faits constatés, donne po==io, 52 . La densité centrale serait pra¬ 
tiquement comprise entre 10 et 28 et probablement voisine de 10, 5 . 
Il s’agit ici de la densité centrale moyenjie^ c’est-à-dire colle d’une 
certaine sphère entourant h' (.‘entre. Il semble ainsi cpie les im'^taux 
lourds, comme le platine, ne doivent pas foruua* une masse con¬ 
sidérable. Nous verrous au (diapilr(‘ X IV ((uelhis sont les conslanlos 
(l(^ la formule d(‘ lioclie (pii coiivi(iuiieul l(i mieux. 

129 . Détermination de Paplatissement de la Terre par les 
observations de la Lune. — Ij’altraction de la Lune sur le r(înfl(V 
ment é(]ualorial, qui détermine le mouvement de la [)i‘écession, 
permet de détermiiKu* la valeur de ce renllemeiit, ou ra|)latissement 
(Ml fonction (lu rapport d’inertie J, 123 , formule (17). liécipro- 
(piement le renflemeiU équatorial de la Terre agit sur la Lime 
(‘t produit sur son mouvement des p(U‘tiirbations qui permettent 
(le calculer aussi cet aplatissement. 

Ges perturba lions ont été calculées par Ijaplace, Hansen, 
llill('). Deux seulenuMit sont sensibles et à peu pixs (‘gales, ce 


(‘) llir.i,, Ialiuiv i due to Ihe eUipticity of tlie hcd'th^ WasIiinj^Mon. 

S8'|. I.nplacc a\'ail rnonirA <IanH sa tliâoria (1<‘S sat(;llil(^H de: .(upitor {IMec. 
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sont celles relaLÎvos à la longitude 1. cl à la Iplitudp /, I,a péri:odejd.e3 
la perturbation ôL de la longitude est de 18 ans |, c’est-à-dire celb‘ 

de la nutation. La période de la perturbaLioa ô/ de la latitude esi 
celle chi mois lunaire. Elle est beaucoup plus facile à déterminer. 
G’esi la seule c|ui a (‘té utilisée. Elles dépendent d^iüleurs des 
mômes éléments. 

La pertiu'ljation de la latitude due au renllenient équatorial est 
dpnnée par la formule 

(ruq . F=“74S9''-^sinD = -1,)V(^'- Jo) 

où D (îst la longitude moyenne de la Lune comptée à partir de 
Téquinoxe nioljilcj À et B sont les moments d’inertie, M la masse 
de la Terre, b son grand axe. La seconde relation se déduit d(‘ la 
première parla formule de la remaiYjue du 124 . 

Hansen a montré de plus que l’action des planètes sur la Terre 
et la Lune produit des inégalités qui ajoutent — o", 24 o au coeffi¬ 
cient de sinJ). G(‘LIc correction est importante, cai‘celte différencia 
de o'^, 2 introduit une différence de 5 unités dans l’inverse de 
l’aplatissement calculé par la formule ci-dessus. 

La formule complète s’écrira donc 

O / = — 4i)50" i -h ()", •>, }0 j sin I ). 

llanseii a trouvé que, d’après les observations d(‘ la Lune, le 
coefliciont de sin D est égal à 8^',382. On en conclut i :e " 2()()/2, 
nombre en rapport avec les plus récentes déterminations (Helmert, 
Hayford) et avec l’aplatissement théorique qui cadre avec l’attrac¬ 
tion et la précession. 

; Faye au contraire trouve co coefficient égal à 8^,59, d’après les 
observations de Greenwich (' ). Il en conclut un aplatissement 
i : e :=:! 2g2,i), analogue à celui qu’il avait déduit des mesures 
géodésiques. 

l. 4, art. 2 ") <(uc le rapport des axes d<‘ .lupil(?r peut être obtenu avee plus dr 
précision que pur l’observation directe, au moyen des inouvennmts des nœuds et 
des apsides des orbites des satellites. 

(^) PAYr, Cours d'Àsfronomie, l. 2, p. .îiG. 
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On voit que le coefficient eh question peut varier de 2 et n’est 
[>as d(^terniiné avec assez de précision. Helmert donne pour la 
valeur de e déterminée par cette méthode i : c — 297,8 zb à 
(leux imités près ('). En somme, chaque géodésien a tiré de la 
Lune une confirmation de ses mesures géodésiques. 


LÎO. L’aplatissement superficiel et locéan. — On a vu plus 
haut les trois formules fondamentales (17 ), (18), (19) qui peuvent 
déterminer l’aplatissement superficiel et la loi des aplatissements 
en fonction de la loi des densités. Mais pratiquement, sur la 
Terre, la depsilé de la couche superlicielle est mal définie, car 

elle se compose pour les - de l’eau des mers et pour l’autre quart 
du sol des continents. 

Dans une loi mathématique, comme celle de Roche, cette den- 
siié superficielle doit varier d’une façon continue avec la densité 
sous-jacente. Elle donne l’aplatissement d’une écorce, supposée 
ivgulière, et qui serait recouverte également par l’océan. Est-ce 
(pie l’aplatissement de la surface des mers, déterminée par la géo¬ 
désie différera sensiblement d<‘ l’aplatissomeni de l’écorce solide 
calculée par les formules? 

D’après la méthode^ d(‘ calcul (l’IlaïUN, ou \()it que h‘s formules 
de (dairaut sont af)pli(;al)l(‘s pour des (‘omduvs de (hmsilé discon- 
liriues. 

Cousi(j(h*()ns alors la formule (10), où l’intégrale s(‘ra supposée 
appliquée seuh‘ment h la coucIk» formé(‘ par l’océan, de densité pi, 
le noyau sous-pu'ent ayant un rayon (*gal à uu a[)lalisseinonl c, une 

(huisiu* iuoy(Muie D. Imi r(‘mpla(;aul — par la vai iabh* d(‘ lUidau r^, 
nous pourrons l’écrire 

( l ) ( -rj -f- •> ) I > — - cp 1) 1 = ,'{ pi r/r, 

1), (‘Si la (hmsilé moyenne totah», y compiôs l’océan, de est la 
variation de l’a[)lalissemeiU en passant de la surface de l’écorce à 
la surfac(‘ de l’océan. ILouphu'ons c, ri, D par leurs valeurs 

r ^ — f/f', I) = Di—</l), r, = T|i — 


(') Mki.mkiit, J/oherc (ieodaaû^ l. 2, p. b*- 
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rfD est calculé d'après la correction de la densité moyenne en 
ajoutant la couche de l’océan d’épaisseur di\ Le dr\ est calculé 
d’après la formule difTérenlielle du Clairaut-Radau ( 4 ) (n^* 132 ). 
On a 

r. — ru = I) — ’O -H 3 )| —;- • 


Lu portant ces valeurs dans (40? obtient siinpleiuenl 




de 


dr 


r 


ou 


e\ 


= '^1 


valeur de de^ indépendante des densités p^ et D-i de la Terre cl de 
l’océan, et qui se déduit directement de la définition de r\. 

La formule (42) peut encore s’écrire 

e e e ^ e\ r 

Pour la Terre Yî i =0,575, C] = I : 297, r=:()37o‘'"‘, et la profon¬ 
deur moyenne des mers est de 36 oo*“. La correction de l’in¬ 
verse de l’aplatissement 297, apportée par l’océan serait seule¬ 
ment de 0,1 et négligeable, car elle est au-dessous dos erreurs des 
mesures géodésiques. 



CHAPITRE XI. 

LK PROBLÈME DE POINCARÉ. 


131 . Exposé du problème. - Les formules de Clairaul, 
étudiées dans le chapitre précédent, avaient constitué, pendant un 
siècle et demi, à peu près toutes nos connaissance théoriques sur 
l’aplatissement de la Terre. 

Les deux, limites fixées par Clairaut, indépendantes de toute 
hypothèse sur la loi des densités à l’intérieur de la Terre, ren¬ 
fermaient l’inverse de l’aplatissement entre les nombres 280 
et 077, basés uniquement sur la valeur de 9. Jusqu’au milieu du 
xix'’ siècle, jusqu’à Bessel (i 842 )> limites, quoique assez 
vagues, donnaient des résultats plus précis encore que les mesures 
géodésiques. On a vu dans le chapitre précédent, que ces 
nombres limites furent ramenés à 27oet3o5,àla fin du xix:‘\siècle. 
^Les mesures géodésiques commençaient à dépasser la précision de 
ces limites. Faye et Clark(‘ donnaient 292 et 298, à quelques 
imités près. 

Un simple changement de variable introduit par Uadau, a 
permis alors à II. Poincaré de déterminer une nouvelle limite 
fondamentale^ extrêmement remarquable 1 297,10, égale¬ 

ment indépendante de toute loi de densité. Les limites étaient 
ramenées à 297 et 3 o 5 , et excluaientles nombres de Clarke et Faye. 

I^es limites de Clairaut dépendaient uniquement du rapport de 
la force centrifuge et de l’attraction. Celle de Poincaré était basée 
en plus sur la valeur du rapport des moments d’inerlie de la 
Terre, nombre J, formule (19) du chapilre précédent, nombre 
<lonné par les observations astronomiques de la précession. Le 
problème de Poincaré consiste à déterminer les limites de l’apla¬ 
tissement, qui dépendent à la fols de cp et de J par l’équation ( 19) 
du chapitre précédent. 

APPULI,. ■— IV ( 2 ). 
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En 1912, Alex Véronnet dans sa Thèse (•) démontrait que la 
fonction rj était toujours croissante pour la Terre. Sa valeur à la 
surface était un maximum, qui déterminait une nowelle limite 
fondamentale de Pinverse de râplatissement i 297,89. Ce 
nombre était donc défini par ces deux limites à 3 dixièmes près, o, 3 . 
De plus les calculs numériques et pratiques faits avec toutes les. 
lois de densités connues (25 déterminations), donnent un résultat 
concordant, beaucoup plus précis encore, à o,o 3 pi'ès. 

Ce sont tous les résultats de ces calculs, théoriques et pratiques, 
qui sont exposés dans ce chapitre. 

On voit que ces résultats arrivent à dépasser de nouveau, 
comme au temps de Clairaut, la précision des mesures géodé- 
siques. Ils sont basés sur des mesures physiques, celle de la 
pesanteur par le pendule, nombre 9, et sur des mesures astrono¬ 
miques, précession et nombre J, qui nous donnent 5 chiffres 
exacts. Il est remarquable de voir comment ces mesures, étran¬ 
gères à la question de l’aplatissement, ont permis de le mesurer 
d’une façon précise par des déductions purement mathématiques. 

Cependant les nombres obtenus ne le sont qu’en première 
approximation et sont basés sur certaines hypothèses, comme la 
rotation uniforme de la TeiTe. Nous verrons dans les chapitres 
suivants, les modifications apportées par l’étude des formules en 
seconde approximation et par les autres hypothèses. Si la Géodésie^ 
fixait la valeur de l’aplatissement en dehors dos nombres détei'- 
minés par les premières hypothèses, il faudrait recourir aux autres 
hypothèses pour l’expliquer. Ce serait toujours une précision nou¬ 
velle introduite dans nos connaissances. 

132 . li^équation différentielle Clairaut-Radau. — L’équation 
différentielle du second ordre en e" de Clairaut, formule (ii) 
(n°121), a été ramenée à une équation différentielle du premier 
ordre par Radau, en posant 

(l) /-'/l — - 4 -- 


(*) Rotation de V ellipsoïde hétérogène et figure de la Terre {Journal de 
Mathématiques pures et appliquées^ 1912). 
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L’équation différentielle devient 

('^) D/’t)' -h Dy|‘^ — Dyj + 6 P Y) H- 2 r D'= O. 

On peut la simplifier encore en utilisant la fonction Ç analogue 
à yj, introduite par Lipschitz et Tisserand (') 



La seconde forme en p et D est dérivée de la première au moyen 
des formules ( 3 )', Chapitre X, n" 119 . 

L’é(]uation différentielle s’exprime alors au moyen des seules 
fonctions rj et Ç 

( 4 ) r-r{ -H -rif'/i +■• 5 ) —-2^(71 + i) = o. 

133 . La fonction de Radau. Ses limites, variation des aplatisse- 

r 

sementB intérieurs. — L’expression — -g- avait été considérée 

par Poincaré et Callandrean. Il y a avantage à Putiliser systé¬ 
matiquement. Au centre d’une masse hétérogène on a toujours 
D == P = po et Ç = 0 (‘‘^). A la surface si p^ = o, et en dehors de 
la masse, on a Ç == 3 . Cette variable Ç est comprise entre o et 3 , 
on a 

(5) ()<p<i), o<2;<;j. 

La variable r] a les memes limites o et 3 . La formule (9) ou (10), 
Chapitre X, montre que e! et par conséquent yj est positif dans 
l’hypothèse d’une rotation uniforme. 

La première intégrale de (10) peut s’écrire r''DÇ d’après (6), 
(Chapitre X, et la formule (10) devient 

(f>) (C -- 'n)<' 1 ^'”’^ -- 3 ^ e 

Le second membre est positif, car rfp croît de r à 0. On a donc 


(*) Journal de Crelle^ n® C 2 et Comptes rendus t. 99 , i 884 , p. 677. 

(2) Sauf toutefois si la densité varie infiniment vite ver.s le centre p'= 00 vers le 
ventre, rfp ^ o ni D ^ p. Alors 2^ n’est pas nul. Ce cas a lieu quand la loi des 
(Icn.sités a la forme p r'‘ const., au moins vers le centre. Poincaré n’a pas con- 
.sidéré nn cas particulier dans ses calculs théoriques. 
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Ç > 7]. Finalement les limites de Ç et 75 sont données par la relalion 

(7) < ■n< ï 

L’inégalité r; < 3 a été signalée par Poincaré, les autres par 
Gallandreau (•). L’inégalité très importante yj < Ç n’a pas été uti¬ 
lisée par Poincaré qui semble l’avoir ignorée. 

Dans quels cas les limites sont-elles atlelnles ? Pour avoir tj = o, 
c’est-à-dire e' = 0, sur une surface quelconque, il faut, d’après (9), 
n^’121, avoir ou rfp =0 pour toutes les couches inté¬ 

rieures à cette surface. La première hypothèse est impossible, car 
a^e tend vers zéro au centre. Il faut donc avoir rfp = o, c’est-à-dire 
que toute la masse intérieure soit homogène. Réciproquement 
si toute la masse est homogène, onap = DetÇ = o d’après ( 3 ), 
puis Y] = Ç = 0 d’après ( 6 ). 

Pour avoir n Ç, sur une surface d’axe polaire r, il faut 
d’après (6) (jue l’intégrale du second membre soit nulle, c’est- 
à-dire que les couches intérieures à cette surface soient sphériques 
e = o, ou bien (juo l’on ait dp = o. Le dernier cas se divise en 
deux autres. Ou bien il y a homogénéité, alors p == D et Ç = o. 
C’est le premier cas. Ou bien il y a concentration tolale, alors 
P = 0 et 7] = Ç = 3 . La réciproque est également vraie. 

La formule (ï 3 ), n“ 122 , peut sécrii'e 

(<S) (3 r, ) De/- f p<lrr> r, 

p]lle montre iirmiédiateinenl que rj reste inférieure à 3, le second 
membre étant essentiellement positif. 

Aa centre de la masse ou a toujours re^ = 0 et n 1= o, d’après 
la formule (lo) (Ghap. X). Mais il faut faire la même restriction 
que ci-dessus pour Ç. La valeur de n n’est pas nulle au centre si la 
densité y varie infiniment vite, dp ÿé. 0. Ge cas n’a pas été considéré 
par H. Poincaré, comme étant purement théorique. 

A la surface la valeur de 73 sera donnée par (8), en preiiani 
pour la valeur de l’intégrale la formule (i8), n'’ 124 . On obtient 
alors à la surface 
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On peut remarquer que les limites extrêmes de yî^, c^est-à-dnc ^ 
et 3 redonnent les limites extrêmes de e données par Clairaut 
formule (8), n'' 120, et dans les mêmes cas d’homogénéité ou d 
concentration totale. Sa valeur indique donc le degré de concen¬ 
tration. C’est pourquoi Callandreau a pu appeler rj ,, le paramètre 
de condensation ('). La quantité Ç en fonction de D', joue plus 
directement le même rôle. 

Pour la Terre on a yj, zr:: o, 58 environ. On aura partout à l’inté¬ 
rieur Y] <; I ou <; O et la quantité ^ sera partout décroissante 
(lu (centre à la surface. C’est une loi plus précise cjue la deuxième 
de Clairaut sur la décroissance de l’expression Mais elle ne 
permet pas non plus de limiter l’aplatissement des couches 
centrales. 

D’autre part de la formule yj <! Ç on déduit, d’après les valeurs (i ) 
et (3 ) (le yj et Ç, 

(lo) e D'< O ou (el) )'<(>. 

[^expression eD est donc toujours décroissante du centre à la 
surface^ ainsi c{ue ejr. 

En désignant par o et i les valeurs des éléments au centre et à 
la surface on peut écrire 

ro I ^0 > Cl Di ; (V(u'i ^ , 

pn 

car la densité moyenne ceulralc est égale à la densité centrale po. 
On a vu (Chap. X) (jiic d’autres considérations permettent de 
llmit(‘r cette densité centrale et de lui assigner une valeur voisine 
(lu double de la densité moyenne D|. 

U aplatissement vers le centre de la terre ne serait donc pas 
inférieur à la moitié de Vaplatissement super ficiel. La variation 
(le forme des différentes couches serait faible. 

134. Variation de la fonction de Radau. Théorème fonda- 


(‘) Bal. astr.^ mai iSHij. La formule (7), (Chapitre X, de Tisserand en y intro¬ 
duisant r, et Ç donne 

*> < ■'), - . 

c’est-à-dire la formule (7) ci-dessus, mais pour la surface seulement, tdle meltail 
déjà sur la voie des limites de Tj. 
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mental. — Il est extrêmement important pour déterminer les 
limites de l’aplatissement, de connaître le sens des variations de yj, 
surtout de savoir s’il ne peut pas avoir à l’intérieur de valeurs plus 
grandes qu’à la surface. Cette étude commencée par Callandreau 
a été complétée par M. A. Véronnet. 

L’équation (4) de Glairaut-Radau peut encore s’écrire 

(il) rr\' = 2? -h ( 2 Ç — 5)'n-- 'n- = (''l — P) (a — 'O)* 

Le second membre est alors un trinôme du second degré en rj 
qui, d’après les limites de Ç, a une racine positive a et une négative (3 
dont les limites sont 

o<a<Ç<3, -5 <13 <- 2 . 

Elles tendent vers 0 et —5 quand Ç tend vers o; vers 3 et — 2 

Fig. 4. 



quand Ç tend vers 3 . Elle varient toujours dans le même sens que C. 
On a Yj' = O pour n = a. 

Gomme C est compris entre yj et 3 on voit immédiatement que 
/•Y)' reste compris entre les limites suivantes : 

(i'^) '^('n - 3 ) < r'f]' <{'f\ H - 2) (3 — 'ri). 

Portons les valeurs de tq sur l’axe des x et rr]' sur celui des 
{fië'' 4 )* Le premier membre de (12) sera représenté par la 
parabole ODC et le deimier par la parabole ABC. Comme on a ri 
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positif, toute la région de variation sera comprise entre les denx 
paraboles ci-dessus et la partie OA.de Taxe 0 ^, région limitée par 
un trait fort. A.u-dessus de Taxe OC, on aura rrj'positif et liî èrîte- 
sanl, au-dessous vx]' négatif et xi décroissant avec r. 

Dérivons de nouveau l’équation de Clairaut-Radau (ii), il 
vient 

(i3) = •^(Ç'nyH- 

La condition rl' = o sera déterminée par l’équatiou 

-4- 3 — Ç) = -t- 0* 

En intégrant directement de o à r, ou eu considérant cette équa¬ 
tion comme une équation linéaire, où y) serait la fonction et Ç la 
variable, on obtient pour la courbe intégrale des points d^in- 
jlexion y]"™ o, 

2 î(-n - 4 - l) = r;(Yi -h 6). 

ijti coustantc (^st nulle, car pour r o on doit avoir t] — ^ 
au moins dans le cas général. 

Cette valeur portée dans Téquation Clairaut-Radau donne /'Yi' —yj. 
La ligne des points d’inflexion sera donc représentée dans la figure 
parla droite Ob. La ligne des maximums et minimums r/=o 
sera l’axe OC. 

Au centre on a r; o, [)iiis rj > o. IjU courbe des y] part donc de 
l’origine en moiitaiit. Si elle lu^ coupe pas OF, où elle 

reste montante oln reste croissant. C’est le cas de la Terre pour 
laquelle on a à peu près y;|Z=o ,5 et, —: r,5; d’où rr}\ — ï,^o. 
On a le point figuratif T et la courbe OT. 

Le domaine de variation de rx)' et xj comprend donc trois parties 
bien distinctes : OABGO où l’on ay/'y> o, yj^ croissant et positif, 
X} croissant; 2'^ OGGO où l’on a ’o" <Z o, x}' décroissant mais positif, 
Yi croissant; .b’ enfui OCDO où l’on a d'<io,x}' décroissant et 
négatif, x) décroissant. Il est facile de voir dès lors que la courbe 
de variation ne peut être qu’une courbe analogue à celle de OLMN, 
ou une portion d’une telle courbe selon que le point figuratif de la 
surface extérieure, analogue à T, tombe dans l’une ou dans l’autr(‘ 
de ces trois parties du domaine. 

En résumé^ si r/ est positif à la surface, 0 est toujours croissant 
a l’intérieur, et a*' cas. (îourbe TO ou MLO. Dans 1 (‘ cas cou- 
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traire, Yi\<o, on a la courbe JNMLO, et n, décroissant vers la 
surface, passe par un maximum M à l’intérieur, de là le théorème 
général dû à M. A. Véronnet : Si n est croissant à la surface^ 
il Vest dans toute la masse. S’il est décroissant à la surface, 
il aura un maximum à Vintérieur, ’ 

Pour la Terre il suffit que la densité superficielle soit inférieure 
à 3,67, ce qui est certainement le cas, pour que yj atteigne sa plus 
grande valeur à la surface. Ce résultat permet de déterminer une 
nouvelle limite de l’aplatissement très voisine de celle de Poincaré • 
n” 137 ci-dessous. ’ 

Pour Jupiter et Saturne les valeurs correspondantes do la 
densité superficielle, pour que ce même cas s’y trouve certainement 
réalisé sont o,4o6 et 0,226, les densités moyenues étant i,3o 
et 0,62. 

Faisons ri'— o dans l’expression de ri" (i3). On a 

(14 ) .iÇ'Ca-i-i). 

Si r est toujours positif ou nul, c’est-à-dire Ç croissant ou con¬ 
stant, alors n est toujours croissant. Go cas général comprend les 
trois cas particuliers étudiés par Gallandrcau, .P décroissant, y,"ou 

négatifs. 

Le cas limite Ç constant, donne r/= o et n constant, cas limite, 
qui est réalisé par la loi de densité 

p7-«=const., Dr'‘= consl., a = Çi, 

L’exposant n doit être égal alors à la valeur de Ç constant, et la 
loi des aplatissements est donnée par une formule analogue, où 
l’exposant de r est égal à la valeur constante de v. 

135 . L’équation de condition de Eadau. - Radau a trouvé une 
expression de n, qui permet de rendre les valeurs de l’aplatissement 
à peu près indépendantes de la loi des densités. 

Considérons la troisième des formules fondamentales du chapitre 
précédent, (19) (ii‘M 24 ), on e, cp et J 

-3(«-;9)lj, = J f\daK 

Dans l’intégrale, remplaçons p par sa valeur en fonction de D 
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et D', on aura 

(i 5 ) |Dj —^ÜdctK 

II suffit d’intégrer par parties la seconde intégrale en D', avec 

lyda = < 3 fD. 

On a encore identiquement, en dérivant par rapport à a, l’expres¬ 
sion suivante : 


(i6) . (a» \/i- 4 -riD)' = 


ari' I -f- 'fj ' 


I H- n H-^ H-— 

10 5 


a a la même valeur que r, en première approximation. En 
remplaçant rD' par Ç et rW par sa valeur tirée de l’équation de 
Clairaut-Radau on a 

(17) (aV»H-iiiD)'= ^ 1-f-i 71 — ^ Tfl»y 

^i _i_ Yj V 2 10 y 

C’est une nouvelle forme de l’équation de Clairaut-Radau. 

En intégrant celte expression do o à = i, on obtient 


(18) Dl ^ I -H T) 


= / - —.. . I)</aS=K / D< 

l ’t] '-^0 


K désigne la valeur inoyennc de l’expression en yj placée sous le 
signe somme. 

11 se trouve que celte expression a une variation assez faible, et 
môme extrêmement faible pour les valeurs de 0 relatives à la* 
Terre- 

Portons cette valeur (18) dans (16) et celle-ci dans la for¬ 
mule (19) du chapitre précédent, on aura 


f) K 2 


D’autre part le tableau do variation de K pour les valeurs de y) 
comprises entre o et 3 , en désignant par l’indice i les valeurs à la 
surface de la Terre, est 

■r\ o ^ tii=o,58 3 

K I 1,007/) Ki = o,9tj96 0,8 


Tifi -- 3 y) ) 

_. 

2o( I -H 'r\ y-^ 
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La valeur de K croît d’abord de i à 1.00075, valeur maximun 
pour yj = ^ > puis décroît ensuite à o, 8. 

Radau considère que les valeurs de yîi, correspondant aux apla 
tissemenls donnés par les différentes mesures géodésiques, et qu 

allaient de ^ à assignent à K une valeur qui no diffère d( 

Funité que de o,ooo 4 et inférieure à e. Puisqu’on a négligée^ dan^ 
les calculs, on peut donc faire K—i dans (19) avec la même 
approximation. 

Radau en déduit comme solution (* ) : ^ 297. C’est la seule 

valeur de l’aplatissement, qui puisse concorder avec les donnéei 
expérimentales de la précession et de l’attraction, dans les limiteï 
de précision du problème. 

Cela supposait implicitement que n conservait à l’intérieur une 
valeur voisine, ou inférieure, à celle de la surface, c’ost-à-dirc 
supposait que r\ était croissant du centre à la surface. 

D’autre part on admettait à ce moment là (i 885 ) la valeur — de 

l’aplatissement que Paye en France et Clarke en Angleterre 
venaient de déterminer d’une façon concordante et qui semblait 
définitive. La valeur trouvée par Radau paraissait plutôt discor¬ 
dante et embarrassante. 


136 . La limite de Poincaré indépendante de toute loi des den¬ 
sités. — C’est un peu plus tard (i 888) que Poincaré reprend celle 
démonstration (2) et montre qu’en dehors de toute hypothèse sur 
la valeur de n à l’intérieur ou à l’extérieur, c’est-à-diro en dehors 
de toute hypothèse sur la loi des densités et la constitution interne 
de la Terre, on avait, en vertu du maximum de K, 


Kg 1,0007;) et ^^297.10. 

Cette valeur excluait les aplatissements donnés par Paye et Clarke. 


{^) Radau, Comptes rendus, i. 100 , i 885 , p. 972, et Bull, aslr., t. II, p. 157. 
Roche avau déjà montré qu’avec la formule des densités de Legendre et la 
sienne la seule valeur d’accord était 1:298. 
r-) Comptes rendus, t. 107 , 1888, p.SgS; et Bull, astr., t. VT, p. 5 et 49. 
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Poincaré dans les Figures équilibre d^un liquide en rotativt 
1908, p. 96, montrait qu’on pouvait concilier la théorie et le 
observations soit par un calcul en seconde approximation en tenant 
compte de soit en admettant que la vitesse des couches intérieures 
n’est pas la même que celle de la surface, soit en admettant que la 
Terre est solide et solidifiée avec des vitesses différentes. Nous 
verrons l’examen de ces différentes hypothèses, faites en particulier 
par M. A. Véronnet, et les résultats qui s’en dégagent. 

Poincaré en concluait même à cette époque : « L’hypothèse de 
la fluidité intérieure de la Terre n’est guère vraisemblable. » II 
avait en vue sans doute les calculs de lord Kelvin sur la rigidité 
moyenne de la Terre égale à celle de l’acier, mais c’était avant les 
expériences modernes sur les métaux et qui montrent que la rigi¬ 
dité n’exclut pas une certaine fluidité sous de très hautes pressions. 

Plus tard Poincaré se ralliera tout naturellement à la valeur de 
l’aplatissement déterminée par Helmert au moyen de l’hypothèse 
de la condensation - = 297 (^). 

Il faut remarquer que l’hypothèse de la vitesse de rotation con¬ 
stante s’introduit dans la limite de Poincaré, en tenant compte de 
l’équation de Clairaut-Radau dans la formule (17) alors que les 
formules du chapitre précédent sont indépendantes de toute hypo¬ 
thèse sur la vitesse de rotation. Il suffira donc de compléter, 
dans ce sens, la formule (17) pour tenir compte de cette nouvelle 
hypothèse, voir Chapitre XIV. 

137 . Seconde limite de l’aplatissement indépendante de toute 
loi des densités. — Poincaré avait établi sa limite en montrant, 
qu’en dehors de toute hypothèse sur les densités, on avait 
K<i, 00075. On a vu, au 134 , que yj est toujours croissant à 
l’intérieur, s’il l’est à la surface, ce qui a lieu pour la Terre. On en 
conclut que la valeur moyenne K dans (18) est supérieure à sa 
valeur K4 à la surface pour n = r]^, A. Véronnet montre de plus 
que, dans les mêmes conditions, le premier membre de (19) ne 
peut avoir c^n^une solution et l’aplatissement e une seule valeur. 
On obtient ainsi une seconde limite de l’aplatissement déterminée 
par la valeur K = K^, en faisant yj = vîi dans (18). 


f') Annuaire du Bureau desi Longitudes, Note A, p. ^f\. 
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La valeur réelle de e devra être comprise entre ces deux limites 
qui sont extrêmement voisines. 

Elles sont données par les formules 


(20) 


■>_ J == J ^ 9 

5 1,00075 ‘2 




I H- 'rii 




D après les valeurs adoptées, pages suivantes, J +1 <p est égal 
à 0,00500919. On calcule les valeurs du premier et du dernier 
membre de (20) pour différentes valeurs de ^ avec yi. --..z - 5 


formule (9). On obtient le tableau 

. 297,0. 297,1. 

K = 1,00075... 0,00500984 9.17 

^ o,oo5ou8o II. ri 

Ce qui donne, pour les limites, 


2 e 


297,2. 

297,3. 

297,4. 

297,5, 

8.49 

7.81 

7.11 

6.45 

10.47 

9 • ^ 1. 

9.14 

8.4« 


— ‘>. 97 .‘>.5 ri: O, i5. 


En première approximation la valeur de 1 se trouoe donc 

déterminée à près, indépendamment de toute hypothèse 
sur la variation des densités et la constitution interne de la 
Terre (^). 

M. Haniy dans sa thèse (p. 48) en éludiaul une Terre composée 
de trois couches seulement, avant les calculs sur les limites de 
l’aplatissement, avait déjà trouvé qu’il ne pouvait accorder l’aplati- 

sement superficiel avec une loi quelconque des densités qu’en 
prenant ^ 

‘496,53 < i < 297,78. 


Remarque I. - Les valeurs de e et de scs limites dépendent 
seulement des valeurs de 9 et J. Les valeurs ci-dessus des limites 


O Alex. Vkronnet, Botation d’une masse hétérogène et figure de la Terre 
{Journal de Mathématiques pures et appliquées, Chap. IV, ign). 
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ont été déterminées pour 

ï 9 I 1 

J *4“ = o,oo5oo 9 19, j = 3t)5,3i5 -=:i>.88,38. 

Elles dépendent de la précision des mesures sur cp et J. 

On peut déterminer, par la formule (20), Tinfluence des écarts 
de cp et J sur les valeurs de e. Prenons la première des formides (20) 
en y faisant K = i pour simplifier, on a 

Eu prenant les variations de cp, J, et yj fonction de; cp et e, puis 
introduisant les variations des inverses pour plus de simplicité, 
on trouve 


V V/I-4-Y1/ N / 



J 9 \ 

u.e \Ji-h r\ J 


En remplaçant les lettres par leurs valeurs, prenant \ : e 297, 
car il suffit de 2 ou 3 chiffres exacts, on obtient 


( .>. 1) <5 d ~ ()^y87 < 5 -j- -f-0,199 ô 

On voit qu’un changement de 0,1 sur l(‘s valeurs des inverses 
de cp et J modifierait de la même quantité l’inverse de l’aplatis¬ 
sement I : e. On peut être assuré actuellement qn(‘ l’é(‘art possible 
u’attelnL pas cette valeur, if* 164 . 


Remarque IL — La seconde limite de l’aplalissemenlestoblenue 
en donnant à n sa valeur maximum, qui est colle de la surface. Cela 
revi(int h considérer cette valeur de rj, comme constante^ à l’inté¬ 
rieur de la Terre du centre à la surface, formule (18). 

On peut, dans cette hypothèse, traiter le problème directement 
et retrouver la seconde limite de l’aplatissement. Comme rj est 
constant, ou a yj' — o. D’après ( 4 ) (u® ^ 82 ), la fondions est égale¬ 
ment constante et In formule ( 3 ) donne en intégrant 




/■!)' 

TT 


L — 

O r/r 


h rc: P ~ P 


C(! sont les mêmes formules que colhîs de la lin du n" 134 . 
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Comme Ç est constant, la formule ( 3 ) montre que le rapport p D : 
Fest aussi, d'où l'expression de p, déduite de celle de D. Portons 
cette valeur de p dans l'intégrale de l'équation de Clairaut-d’Alem- 
bert (n® 138 ). L'intégration est immédiate et donne 


I 

G — - Ç 
1 



p dr^ = J 


pi 3 
Di 5-Çi 


On a remplacé p^ : par ^4 d'après ( 3 ). En remplaçant par sa 

valeur en rji d’après ( 4 ) où l'on a fait 72' = o, on retrouve préci¬ 
sément la seconde formule (20) qui donne la seconde limite de 
l’aplatissement. Cette limite est ainsi tirée directement de la formule 
de Clairaut-d’Alembert sans passer par la transformation de 
Radau. 


138 . Calculs numériques de Paplatissement par la méthode 
directe. Lois des densités de Legendre et Laplace. — On a vu au 
chapitre précédent comment on pouvait calculer, au moyen des 
formules (17), (18), (19), l'aplatissement des surfaces de niveau dès 
que l'on connaissait la loi des densités p. Chacune de ces formules 
donne une série de valeurs pour l'aplatissement superficiels, quand 
on fait varier l'un des paramètres de la loi générale des densités, 
la densité superficielle pi par exemple. Les valeurs de chaque 
série se représentent par une courbe et les courbes se coupent au 
même point, lequel détermine l'aplatissement, qui vérifie à la fois 
les conditions de l'attraction et celles de la précession. La solution 
donne en même temps la valeur des paramètres de la loi des den¬ 
sités pour lesquels cet accord est réalisé. M. A. Véronnet a fait ces 
calculs pour toutes les lois de densité étudiées par les astronomes. 
Voir Chapitre XIV. 

La formule (18) de Glairaut, n® 124 , donne l'aplatissement en 
fonction de cp, rapport de la force centrifuge à l’attraction. La for¬ 
mule (17) de d'Alembert donne l'aplatissement en fonction de J, 
rapport des moments d'inertie, défini par la précession. On a donc 
ainsi une méthode directe^ différente de celle qui vient de nous 
donner les deux limites, et qui était obtenue par l'application delà 
transformation de Radau à la combinaison des deux équations 
précédentes. La méthode de Radau donnait des limites très 
étroites de l’aplatissement, et cela sans intégration. La méthode 
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directe, plus longue, et plu® pénible, vériôera ces lîmiêes- et 
montrera que raplatissement réel est renfermé dans des limites 
plus étroites encore. 

Legendre et T.aplace avaient étudié la loi de densité 

{22) m/*p = posinmr, 

OÙ le sinus permettait une discussion plus facile de Féquation 
différentielle de Clairaut ( ' ). La densité tend vers la valeur po au 
centre, où la courbe a une tangente horizontale. A o ,3 du centre 
la courbe devient sensiblement linéaire jusqu’à la surface, m est un 
paramètre, exprimé en valeur de tt, et r est la distance au centre 
exprimée de o à i. 

En donnant à m différentes valeurs, on obtient pour les inverses 
des aplatissements les trois séries de valeurs e, e\ e\ données dans 
le tableau suivant pour les trois formules (17), (18), (19) : 


m. 138». 140». 142». 144». 146». 

. *>-88,7 291,2 293,9 296,7 299,7 

. 298,5 297,9 297,3 296,6 

r . e " . 293,8 294,7 295,8 297,0 298,2 


La valeur d’accord qui donne la solution unique relative à cetle 
loi des densités es( 

I 297,2, pi 2.,()1 . 

La valeur de la densité superficielle est un peu forte. IjR première 
ligne du tableau avait déjà été donnée par Tisserand (‘^). 

139 . Lois des densités de Hoche et Lipschitz. Limites remar¬ 
quablement resserrées des aplatissements. Roche avait déduit 


(‘) Voir Tisskhand, Mécanique céleste^ t. 2 , p. 237. Legendre avait considéré 
<’eUe loi comme solution simple de cetle équation, Laplacc comme donnée par 
une loi de compressibilité d’une masse homogène avec la profondeur. 

(2) G. H. Darwin avait déjà remarqué en 1876 que cette loi ne [permettait pas 


5 

d’expliquer les aplatissements de Jupiter et de Saturne, car l’expression - cal¬ 


culée d’après (22) ne variait que de 2 à 3,29 alors qu’elle atteignait près de 3 , 5 o 
pour Jupiter et Saturne. Ceci montrait déjà que cette formule n’était pas suffi¬ 
samment souple. Nous savons maintenant que l’expression ci-dessus est égale 
à 2 et varie de 2 à 5 , formules (7) et (9). On an Oversi^ht in f/ie niecn- 
nique celesle ( Montly Not.^ t. 37 ). 
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de considérations sui' la compressibilité une loi de densité en r- 
où la courbe des densités est une parabole ayant son sommet au 
centre. Lipschitz a étudié une loi plus générale où l’exposant de r 
est un paramètre variable /i. Elle donne la loi de Roche quand on 
fait 71 >2. Ces lois s’écrivent 

(23 ) O = po(i — P = po(l ~ ar«). 

On obtient la densité superficielle en faisant r=i. 

On obtient en calculant la densité moyenne D^ dont la valeur 
est 5,02, formule ( 3 ), Chapitre X, n*' H 9 et n'’ 165 , 

On volt facilement ainsi que l’on doit faire n >> 7 pour que la 

densité superficielle reste positive et n compris entre ^ et 3 pour 

que cette densité soit comprise entre 2 et 3, ce qui a sûrement 
lieu. On peut donc limiter les calculs à quelques valeurs de /i 

comprises entre ~ et 7. Le tableau suivant donne pour chaque 

valeur de n la valeur d’accord pour l’aplatissement et la densité 
superficielle correspondante pi : 


n . 2 * 1 . 2 . 3 . i. 5 . ( 5 . 6 , 75 . 

île . 297,187 171 173 i84 19 20 21 21 

pi. 2,96 2,72 2.25 1,78 i, 3 o 0,83 0,36 0,0 


On n’a écrit que les décimales pour l’inverse de l’aplatissement. 
Ces décimales ne varient que de 17 à 21, c’est-à-diro de 4 cen¬ 
tièmes seulement de l’inverse de l’aplatissement. 

Pratiquement la densité superficielle étant comprise entre 2 et 3 , 
la variation correspondante de i:e est seulement de 0,01 (3 

<297,187, = 297, i 8± o , oi . 

On peut dire que pratiquement Vinverse de Vaplatissement 
est déterminé à un centième près^ avec cinq chiffres exacts. La 
précision des calculs théoriques qui donnait déjà des limites extrê¬ 
mement resserrées, à o ,3 près, est donc encore bien dépassée par 
les calculs pratiques. 

La formule de Roche 71 = 2 donnerait p, = 2,26, avec = 3 ou 
aurait p^=T,78, Tl semble bien que la densité superficielle doit 
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être comprise entre ces deux i^àleurs. Le paramètre n, l’exposant 
de 7- serait compris pratiquement entre 2 et 3 . La formule de 
Roche, la plus simple, représenterait assez bien toutes les 
données. 

En faisant n — \^ en admettant un accroissement linéaire de la 
densité avec la profondeur, on aurait p^z=2,72. Cette valeur 
moyenne de la densité superficielle moyenne, mers et continents, 
paraît trop forte, dépasse les nombres donnés par le pendule et 
plutôt voisins de 2. 


140 . Calculs des aplatissements avec d’autres lois de densités. 
Vérification des limites resserrées. -- Les lois plus compliquées 

(24) P = Pü(l--(X/**)i, P ^ p^,(i 

donnent 297,1 83 et 297,1 5 pour Pinverse de raplatissemenl, valeurs 
très voisines des précédentes, elles donnent 2,682 et 2,784 pour la 
densité superficielle, valeurs également trop fortes. 

Or ces lois de densités donneraient pour les courbes de densité 
une inllexion vers la surface. Elles s’écarteraient de la loi de Roche 
en sens inverse dos lois n = \ et ^. Ceci confirme bieu que la 
loi de Roche est une loi moyenne assez bien représentalive do 
l’état interne de la terre, au moins eu première approximation. 

IjCs lois ci-dessus au contraire, formules (24), permettent seules 
de rendre couiptc des aplatissements de Jiq)iler et de Saturne. 
Elles montreut que l’étal interne de ces planètes n’est pas analogue 
à c(îlui de notre planète. 

Tisserand avait déjà étudié la loi de Lipschitz et ses calculs, 
(juoique simplifiés tîl réduits à quelques termes du développement, 
permettaient également le calcul de l’aplatissement par une autre 
voie. M. A. Véronuot trouve ainsi des valeurs comprises entre 
297,17 et 2.97, i 3 pour p< compris entre 2 et 8. 

M. Lévy (' ) pour essayer de faire concorder l’aplatissement de 
Faye avec les données de la précession avait introduit un paramètre 


(’) Comptes rendus^ t. lOfi, 1888, p. 1270, t 3 i 4 , 1376. Une autre formule de 
M. Uadau rentre dans celle de M. Lévy {Bail, astr,^ t. 2 , p. 157). Les lois des 
formules ( i^) en sont également des cas particuliers. 


APrKi.i,. — IV (2). 


12 
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de plus dans la loi de Lipschitz et étudié la loi 

( 25 ) D = po(i~ 

D est la densité moyenne, avec n'= i, on aura la loi de Lipschitz ; 
on retrouve par cette formule les mêmes résultats qu’avec les for¬ 
mules de Tisserand avec des nombres légèrement relevés de o,oi 
à 0,02 et compris entre 297,19 et 297,14 pour p, compris entre 
2 et 3 . 

Enfin la loi 

{26) ptr'f = const. 

donne 

si l’on fait Il en résulte que *0 et Ç sont coiislants à l’inté¬ 

rieur et l’on retrouve l’aplatissement limite 297,398, qui avait été 
déterminé précisément dans Phjpothèse yJ = y)^. Cette loi avait 
déjà été considérée par Clairaut, puis étudiée par G. H. Darwin. 

On voit eu résumé que toutes les lois de densité donnent des 
aplatissements tout à fait concordants à trois centièmes près et que 
l’on peut prendre en première approximation 

lie = 297,17 dr o,ü 3 . 

Les limites théoriques étaient (21) 

I :e = 297,25 ± O,lô. 

• Mais, par malheur, les calculs de première approximation ne 
donnent les valeurs qu’aux unités près. La précision des limites 
théoriques et des limites pratiques, à quelques dixièmes et quelques 
centièmes près, est donc tout à fait illusoire. Cependant leur 
pi'écision est telle qu’il fallait à tout prix la vérifier et essayer delà 
conserver en poussant les calculs jusqu’à la seconde approximation. 
Nous verrons au chapitre suivant que la précision du résultat a été 
conservée en modifiant légèrement la valeur des limites. 

141 . Kecherebes antérieures de Tisserand qui préparaient la 
solution. — Dans un travail de 1884 Tisserand essayait de concilier 
les données de la précession avec l’aplatissement déduit par Faye 
et Clarke des mesures géodésiques, 1:6 = 292. Il constatait, 
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après Roche, la difficulté de cette conciliation. L'année suivi 
Radau, par la transformation étudiée ci-dessus, montrait qu« m 
seule valeur conciliable avec la précession était i :e = 297, Mais il 
se présentait différentes hypothèses. On s'étonne cependant qu'il 
ait fallu attendre trois ans la Note de H. Poincaré sur la limite 
inférieure de l'aplatissement, résultat qui paraissait évident. L'étude 
(le la suite de ces travaux permet de se rendre compte des diffi¬ 
cultés et de la part de chacun. 

Roche avait montré ('), dans un Mémoire de 1881, qu'en 
appliquant sa loi des densités à la Terre on ne pouvait pas concilier 
l’aplatissement théorique donné par l’attraction et la précession, 
avec l'aplatissement déterminé par Clarke et Paye. Il en concluait 
que la Terre devait être solide. Mais on objectait que sa loi n'était 
peut-être pas assez générale. 

En T 884, dans une note à l'Académie, Tisserand démontre d’abord 
la formule (7) du chapitre précédent, qui donne pour l'aplatisse¬ 
ment deux valeurs limites, dont la plus grande est plus petite que 
celle de Clairaut. L'inverse de l'aplatissement devait être compris 
entre 280 et 4 o 3 . L'écart était encore considérable. 

Dans une seconde note, puis un article du Bulletin astrono- 
mique et un mémoire inséré dans les Annales de VObservatoire 
deParis^ il étudie la nouvelle loi de densité donnée par Lipschitz, 
avec trois paramètres arbitraires et qui semblait ainsi pouvoir 
représenter toutes les données, beaucoup mieux que celle de Roche 
à deux paramètres seulemeni. 

Il démontre, en môme temps que Lipschitz, que cette loi, portée 
dans la formule générale (18) de Clairaut, donnait la loi des 
aplatissements sous la forme d'une série hypergéométrique. 

Il arrive à résoudre cette équation transcendante d'une manière 
tri’îs simple et à exprimer l'équation de condition (19) entre e, cp, 3 
sous la forme 

( 27 ) |^ = (3-R)J, 


(‘) Dans le cas de la loi des densités de Legendre et Laplace il démontré 
que i:e doit être compris entre 296 et 298. II suppose ensuite la Terre formée 
d’un noyau central et de deux enveloppes, développe les formules correspondant 
à la précession et à l’attraction et montre que dans cc cas le seul aplatissement 
possible était i : (Acad, de Montpellier., 1881). 



l8<) FIGURES D’ÉQUaiBRE P'UNE MASÇE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

0i| Ü s’exprime par une série, qui est fonction de e, pi et D j, c’est- 
à-dire de l’aplatissement, de la densité superficielle pi, et de la 
densité moyenne. 

Le résultat remarquable est que cette expression de II est indé- 
pèndante du paramètre n de la formule de LipscMtiSj ç’est-à-dire 
indépendante de la forme même de la loi des densités, pour ne 
dépendre que de sa valeur à \% Siiprfe©e et dans. rensemble> Il était 
évident dès loï^s cjué la formulé de tisps;ehâtz réaliserait pas 
jue oeil# de RoéLe q en était un cas particulier. 

, remarquable, cette expression de R dépendait 
la valeur de p^ elle-même, seulement par le quatrième 
ement. En prenant pour 6 la valeur admise alors 
pE^rès les mesures géodésiques, soit Tisserand trouvait 

pour l’expression de I, définie par 



(^ 8 ) 




des valeurs extrêmement voisines, à o.ooi près, quel que soit pi et 
égales à 1,987 ±0,001. Les valeurs connues de e, q?, J donnaient 
au contraire kqSS au moyen de (28). L’accord était impossible ('). 

valeurs de e, 9, J paraissaient alors déterminées avec assez 
de précision pour que cet accord parut réellement impossible. 
Tisserand ne se demande pas si l’aplatissement pourrait être 
nàodifié ni quelle serait la valeur qui permettrait l’accord. D’autre 
part la loi de Lipschitz lui paraît assez générale pour qu’il considère 
ce résultat comme à peu près indépendant de la loi des densités. 

H . suppose donc qu’on arrive à démontrer que l’accord ost 
înipossible. Il indique que Roche a cru pouvoir en déduire (jue la 
Terre devait être solide. Pour lui il en conclut seulement que les 
couches internes de la Terre peuvent être discontinues, auquel cas 
la théorie de Glairaul ne s’y appliquerait plus. Poincaré montrera 
plus tard que l’équation de Glairaut serait encore vraie. D’ailleurs 
une discontinuité physique n’est jamais une discontinuité mathé¬ 
matique et une loi de variation rapide peut toujours Lradiiiro, 
aussi parfaitement qu’on voudra, une discontinuité physique dans 
la densité par exemple. 


(1) Tisserand établissait également une valeur limite relaliv(î à la précession, 
mais une seule I< 2,o;S8. 
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On peut remarquer que l’expression R de Tisserand traduit 
simplement la valeur de l’intégrale de dans la formule (19) 
du chapitre précédent et par conséquent qu’elle traduit aussi la 

valeur do l’expression de Poincaré dans la formule (19) ci- 

dessus. En introduisant rj et Ç dans les formules de Tisserand, on a 

( '.9 ) R' = H-1 R = , -H üll — üi. ' ni.... 

l.es premiers termes du développeineiil sont bien les mêmes elÇ 
ou p^ n^apparaît que dans le qualrlème terme. 

M. Lévy conrirmera simplement ces résultats (1888) par l’étude 
de sa loi contenant uii paramétre de plus que la loi de Idpschitz. 
Ce paramètre n’apparaît en ellet que dans le terme en du déve¬ 
loppement de R et ne modifie pas sensiblement les résultats. 

Les lois de densités à deux paramétres (Roche), à trois para¬ 
mètres (Llpschitz), plus lard à quatre paramètres (Lévy), ne 
|)arvicnnent pas à réaliser l’accord entre les mesures géodésiques 
d(* raplallssenuuU et les mesures astronomiques de la précession. 

142. Calculs de Kadau et Callandreau. Valeur théorique de 
Taplatissement. Quelques mois après les travaux de Tisserand, 
lladaii (1880) (’) transforme l’équation dilférentielle de Glairaut, 
au moyen de sa variable yj. Il transforme du mèuu^ coup l’équatlou 
de condition (19) entre cp, J, précisénni(‘nt sous la forme indiquée 
plus haut par la formuh; (18), mais par malheur il transforme tout 
de suite l’expression (ui rj pour montrer qn’cdhï rosie, voisine de i, 
(*L sans parler de, sou inaximiiiri. Il considère vi comme « vraisem¬ 
blablement compris entre o ctiQi ». Il montre que l’expression 
(‘11 lu^ dillerc do i que par des valeurs de Tordre de Taplatisse- 
ment, de Tordrez des valeurs négligées en première approximation. 
Il conclut Irès logiquement que la s(nil(‘ valeur aceeplable pour 
l’inverse de Taplatissement esl i 

(Tesi lui (jui a déterminé pratiquement cctl(î seule valeur 
acceptabh‘ de rajilatissernent, comme le reconnaîtra Poincaré. Mais 
ce sera Poincaré qui le jiromier fera ressortir que, par le maxiiuum 

('; ('amples rendifs, I. 100 , Note reproduite dans le fîull. Astr., t. 5 , 

p. i.V. 
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de K, s’introduit une limite mathématique^ indépendante de toute 
condition et susceptible d’une approximation aussi grande qu’on 
voudra, et non pas seulement d’une valeur de première approxi¬ 
mation. 

Radau montrait dans la même note que l’expression I de 
Tisserand prenait bien la valeur 1,987, la seule acceptable avec 
l’aplatissement i \e = 292 alors que la précession exigeait i ,955. 

Il montrait encore que l’équation de Clairaut pouvait se mettre 
aussi sous la forme 


( 3 o) 


(Dv/i4- ’ny = — 


ar \/i -H -n 


'yi(^ 

2r(i H- 7)) 


(D\/i h- yi), 


mais il ne déduisait aucun X’ésultat de cette nouvelle forme 

Callandreau s’occupe delà question à la même époque (i 885 ). Il 
étend d’abord les conclusions de Tissei’and en montrant que toutes 
les lois de densité pour lesquelles la concavité de la courbe est 
tournée vers le bas, ne permettent pas de concilier les 

données de la précession avec l’aplatissement géodésique 1:292. 
Dans une seconde note il étend la condition précédente au cas où 
l’expression p:D est décroissante (^). 

Quelques mois plus tard, après la publication de la note de 
Radau, Callandreau reprend la question. Il indique que ses calculs 
de la note précédente permettent de déterminer une limite infé¬ 
rieure de l’inverse de l’aplatissement égale à 295, en admettant les 
conditions physiques très larges qu’il a envisagées. Il indique éga¬ 
lement, qu’on peut prendre comme limite supérieure 3 o 6 , en 
dehors de toute hypothèse sur les densités. C’est sans donUî la 
limite e > J relative aux moments d’inertie, n'’ 125 . 

Il utilise alors la transformation de Radau pour déterminer une 
valeur plus stricte. Il met pour la première fois en évidence le 
maximum de K =1,0008 pour y]= Il montre que la seconde 
limite 3 o 6 donne 

2 

Y) < - et K > 0,9984, 


toujours dans l’hypothèse où yj est toujours croissant. 

Il en déduit que c = r : 298 dans les limites de variation de r) et 


(*) Comptes rendus^ t, 100 , p. 87 et i 63 . 
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quelle que soit la loi des densités. C’est ce qu’il appelle la « valeur 
théorique » de l’aplatissement. Mais, comme Radau, il n’indique 
que la valeur moyenne de l’aplatissement, sans parler des den-jr 
limites théoriques qu’il pouvait déduire de ses calculs. G 
lui paraissaient sans doute trop rapprochées pour être 
tinguôes. 

Il aborde incidemment la solution de l’antinomie. 11 indiqm 
d’abord que tout récemment Ilelmert a trouvé pour l’aplatissement 
géodésique la nouvelle valeur i ‘.299, qui cadrerait à peu prés avec 
la précession. 11 donne une autre solution, c’est qu’il faudrait 
prendre les données au moment de la solidification. Il faudrait 
considérer la Terre comme solide et solidifiée dans des conditions 
différentes. Nous verrons plus loin les résultats donnés par celte 
hypothèse. Les marées de l’écorce, inconnues alors, nous ont 
appris que l’écorce solide elle-même possède assez de souplesse 
pour se plier aux forces variables dans les vingt-quatre heures. 
Elle doit nécessairement être en équilibre .hydrostatique avec les 
forces permanentes, comme la force centrifuge qui produit 
l’a[)lntiss(‘menl. 

143 . Calculs de H, Poincaré sur la limite mathématique. — 
<yost trois ans plus lard que M. Lévy publie son travail sur sa loi 
à quatre paramètres où il étend à cette loi les résultats de Tisserand 
(U confirme pratiqiumiont les résultats de Radau et de Callan- 
dreau ( ' ). 

C’esr sans doute ce travail, ainsi que la thèse de M. Hamy, qui 
rainèrio l’atlention de Poincaré sur la question. C’est alors qu’il 
publie sa note où il considère explicitement le maximum de la 
vahuir moycmiie de K et montre par là qu’on a i : e 297 et 
<( (ju’uucuno hypothèse sur la loi des densités ne peut satisfaire aux 
observations », en admettant i : e = 292. « Je m’abstiens de toute 
lenlative d’iuKu'prétation »; ajoute-t-il. Il indique seulement les 
solutions possibles : supposerdes mouvements Intérieurs différents 

(G. H. Darwin), des irrégularités de surface (Faye), ou reprendre 
les observations. 11 ne parle pas de la nouvelle détermination de 
l’aplatissement donnée par Helmert et signalée déjà par Gallan- 


(*) Comptes t'endas^ I. 100, p. 
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dreau. Il ne s’y ralliera que plus tard. Les astronomes lenaient 
toujours pour Paye et, Clarke. 

Poincaré revient sur la même question l’année suivante dans un 
travail du Bulletin astronomique (1889). Rappelant les travaux 
récents de Stieltjes, sur la limite de la densité centrale, de Tisserand 
sur l’invariance de I, de Radau sur yj et la transformation de l’équa¬ 
tion de Clairaut, de Callandreau sur yj <C 3 et p"< 0, il étudie la 
question : « Serait 4 l possible de satisfaire aux observations en 
renonçant à l’bypothèse que ri est constamment croi§sa|it ?.^.SiOdl^i 
est impossible seri^ là loi. 4 eiS?de— 


toute kypotbèse sur les^séfP^ités bn'suriQ. Il détermine ensuite la 


loi des densités qui correspond ^ïe mieux à la condition indiquée. 
C’est une expression algébrique assez compliquée en tq, mais 
Poincaré indique lui-même qu’elle a peu d’importance, parce que 
toutes les lois de densités donneront à peu prés les mêmes résultats, 
ir montre que cette loi correspond précisément au minimum de 1 
et que le maximum absolu de cette fonction est précisément celui 
qui a été déterminé par Tisserand : 


(3i) 



r= 2,0288. 


Il serait atteint pour e = J dans le cas des couches homothétiques 
éité. 

t ainsi mis en évidence et précisé une nouvelle 
tique de l’aplatissement indépendante de toute loi 
t ausceptible d’être examinée en seconde approxima- 
.tfrse del’aplalisseinentdevait être plus grand que 297,10. 
0 de M. A. Véronnet indiquait qu’il devait être plus petit 
97 ^ 4 . 


n voit quel était le chemin parcouru depuis Clairaut qui avait 
assigné à 1 inverse de 1 aplatissement les deux limites, formules (8) 
(Chap. X), 

O 5 1 

ou 23 o<-<577. 


La formule (7) (Chap. X) de Tisserand abaissait la limite 
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supérieure à 43 o, puis la considération des moments d’inertie et 
de la précession la ramenait à 3 o 5,3 pour à 270,3 pour 

l’autre limite. 

Callandreau montrait ensuite que la limite inférieure pouvait 
être ramenée assez près de cette dernière, au moins dans les cas 
très étendus de lois de densités étudiées par lui. L’inverse de 
l’aplatissement était compris entre 295 et 3o5,3. 

Actuellement l’inlervalle est réduit à o ,3 et même pratiquement 
à o,o 3 . C’est une précision de 0,001 et même de 0,0001. Il restera 
à voir ce que deviennent ces limites en seconde approximation et 
avec des hypothèses autres que celles de Clairaut. 

144 . Autres calculs de Callandreau sur certaines expressions 
pratiquement invariantes. — Callandreau revient sur ces questions 
et la même année, dans le Bulletin astronomique^ il démontre 

( 1 '0 C et po > Di ; 

celle dernière formule ayant déjà été démontrée par Iladau. Puis, 
dans un long mémoire inséré dans les Annales de VObservatoire 
de Paris, il étudie les différents invariants de Tisserand en pous¬ 
sant la précision à la seconde approximation. 

I^es équations relatives aux moments d’inertie n” 123 per¬ 
mettent d’écrire 



Cette dernière expression, entre la masse et la dilférencc des 
moments d’inertie, est indépendante de la loi des densités et ne 
dépend que des données superficielles. 

Eu désignant par ^0 lït pesanteur à la surface, en prenant la 
valeur de ^0 première approximation devante, la formule ( 33 ) 
peut encore s’écrire 



/étant la constante de la gravitation. 
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df^aii* Il Sralliera que plus tard. Les astronomes tenaient 
toujours pour Paye et Clarke. 

Poincaré revient sur la même question l’année suivante dans un 
travail du Bulletin astronomique (1889). Rappelant les travaux 
récents de Stieltjes, sur la limite de la densité centrale, de Tisserand 
sur l’invariance de I, de Radau sur 7} et la transformation de l’équa¬ 
tion de Clairaut, de Callandreau sur 73 <! 3 et p"<; o, il étudie la 
question : « Seraitrdl possible de satisfaire aux observations en 
rffto^çant à l’hiypothèse que n est constamment croissant? » Si cela 
est impossible quelle sera la loi des densités qui donnera l’aplatis- 
semîé^.m'atximum ? 

li0iig^m?6n.tdes courbes de densité, puis montre comme 
dams la note cî-dèssus la limite de i : e = 297 indépendante de 
toute hypothèse sur les densités ou sur yj. 11 détermine ensuite la 
loi des densités qui correspond ^le mieux à la condition indiquée. 
C’est une expression algébrique assez compliquée en yj, mais 
Poincaré indique lui-même qu’elle a peu d’importance, parce que 
toutes les lois de densités donneront à peu près les mêmes résultats. 
Il montre que cette loi correspond précisément au minimum de 1 
et que le maximum absolu de cette fonction est précisément ccdui 
qui a é 4 é ééterminé par Tisserand : 

( 3 i) v(^e — 1 "= 2,0288. 

Il serait atteint pour e = i dans le cas des couches homothétiques 
ou de l’homogénéité. 

Poincaré avait ainsi mis en évidence et précisé une nouvelle 
limite mathématique de l’aplatissement indépendante de toute loi 
de densité et susceptible d’être examinée en seconde approxima¬ 
tion. L’inverse de raplalissementdevait être plus grand que 297,10. 
La limite de M. A. Véronnet indiquait qu’il devait être plus petit 
que 297,4. 

On voit quel était le chemin parcouru depuis Clairaut qui avait 
assigné à l’inverse de l’aplatissoment les deux limites, formules (8) 
(Chap. X), 

95 „ I 

- < éî < 9 ou 280 < - < /)77. 

24 e ' 

La formule (7) (Chap. X) de Tisserand abaissait la limite 
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supérieure à 43o, puis la considération des moments d’inertie-et 
de la précession la ramenait à 3o5,3 pour à 27a,B'rpoWr 

l’autre limite. , ^ 

Callandreau montrait ensuite que la limite inférieure pouvafï 
être ramenée assez près de cette dernière, au moins dans les cas 
très étendus de lois de densités étudiées par lui. L’îrrÇ^ersc de 
l’aplatissement était compris entre agS et 3o5,3. 

Actuellement l’intervalle est réduit à o,3 et même pratiquement 
à o,o3. C’est une précision de o,ooi et même de 0,0001. Il restera 
à voir ce que deviennent ces limites en seconde approximation et 
avec des hypothèses autres que celles de Clairaut. 


144. Autres calculs de Callandreau sur certaines expressions 
pratiquement invariantes. — Callandreau revient sur ces questions 
et la même annéè, dans le Bulletin astronomique^ il démontre ' 

'0 < C et po> I^iV/n-Trii ; 

celle dernière formule ayant déjà été démontrée par Radau. Puis, 
dans un long mémoire inséré dans les Annales de VObservatoire 
de Paris, il étudie les différents invariants de Tisserand en pous¬ 
sant la précision à la seconde approximation. 

IjCs équalioiis redatives aux moments d’inertie n” 123 per- 
iiKitUml d’i'crire 

i -IS ) A — \i - t: f P (Ja^ e ™ - 7c Di r® f r-^ o 

' > 9 \ 

ou 


Cette dernière expression, entre la masse et la différence des 
moments d’inertie, est indépendante de la loi des densités et ne 
dépend que des données superficielles. 

Eu désignant par la pesanteur à la surface, en prenant la 
valeur de <^‘n première approximation devant e, la formule (33) 
{)eul encore s’écrire 


( 'if) ) 



/étant la constante de la gravitation. 
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Le potentiel d’un sphéroïde hétérogène quelconque peut s’écrire 
en négligeant les termes du second ordre 




A —B 
Mr* 


( 


sin^e — 



En tenant compte de la formule ( 34 ) ce potentiel s’écrira, si la 
surface est en équilibre, (Hamy, deuxième mémoire) 


( 3 ?) 




I 

I- 



î 


expression indépendante de la loi des densités et dépendant seule¬ 
ment do e et p. C’est d’ailleurs un cas particulier du théorème de 
IStokes^ d’après lequel le potentiel extérieur à une surface équipo- 
tentielle ou de niveau ne dépend que de cette surface et non de la 
répartition des masses à l’intérieur. On en déduit que la formule 
de Clairaut (27) (Chap. XIII), relative à la variation de la pesanteur 
à la surface, et dépendant seulement de la variation de potentiel, 
est indépendante de l’hypothèse d’une lépariltion des couches 
en équilibre hydrostatique. 

L’un des moments d’inertie peut s’écrire en prenani 2c (‘I 
négligeant , 


( 38 ) 


B 





P da^ e. 


La seconde intégrale est donnée par (18) (Chap. X) en fonction 
de e et cp. La première peut s’écrire par la transformation de 
Radau et la fonction K 


( '•{() ) jT P daf> ^5 — 

i/expression R : M ne dépend donc des densités que par la 
valeur de K qui reste voisine de i. 

(htllandreau a vu l’importance qu’il y avait à savoir si ces inva¬ 
riants le restaient en seconde approximation en tenant compte de c- 
et la plus grande parli<‘ de son mémoire est consacrée aux calculs 
de seconde approximation. M. A. Véronnet les a repris pour l(‘s 
appliquer à la question des limites de l’aplatissement. Le chapitre 
suivant est consacré à l’élude de ces calculs. 
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—. On développe la formule (i8) du Chapitre VIII, en conservant 
seulement les termes en l\ qui correspondent à e et 

on a 



est la valeur de sur la couche de rayon polaire r, par rapport 
à laquelle se fait rintégralion. La valeur de Z, par l'apport aux 
coordonnées a?, j, -^dii point considéré, est donnée par (27), n° 97 . 

En posant ^ =cos-Q et p où 6 est la colatitude, où c 

est Taxe polaire dhiiie couche quelconqiu? et /‘l’axe polaire de la 
couche où se trouve le point considéré, n'' 94 , remarque^ cette 
formule devient 

(3) /^cos^ 0 4- ( I H- X): sin- 0 — (3-) /- — p- = o. 

C’est une équation du second degré en l'^. La racine positive 
seule convient. En développant et négligeant on a 

C4) /“-= ;-jîf 


En portant cette valeur dans l’équation (i), les sont remplacés 
par ( 3 -, et il s’ajoute aux deux intégrales un lerme du second 
ordre en sln^O 

‘i •** .;i •' 

(6) — ~ si Ü- 0 I I x;- — y- P f/ç> siii- 0 . \ . 


En intégrant par parties, et remarquant que on 

obtiendra, sous la forme classique, 

— ^sin=li I p,/^(X3 — 
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théoriques. Comme c’est une correction de seconde approximation 
en on peut considérer les ellipsoïdes comme des couches sphé¬ 
riques de rayon c et de densité variable Çrfp. Le potentiel de ces 
couches se calcule au moyen des fonctions sphériques. On a 
d’abord 

(10) V — f Ç = pc^ sinÔ d!ô 

L’intégrale est étendue à tout le volume. On désigne par c, 0, ^ les 
coordonnées polaires et dm la masse du point attirant variable, 
par r, 9/.? les coordonnées du point fixe pour lequel on calcule 
le potentiel, et r 'la distance des deux points. On aura 

(11) — = (c- -f-- 2cr cos y) - h- ~X.i(cosy) h- ^ Xafcosy)-»-.. 

cosY = cosô cosÔ^H- sin0 sinÔ^cos(«{^ — 

D’autre part, les polynômes de Legendre X^, en 0, 4^ et en dr 
et 4^;., peuvent s’écrire d’après la théorie des fonctions sphériques, 

(1 2 ) Xn(cosY) = Xn(ô) x„(ô^) -1-/(0, ôr)cos( 4 — 4^). 

La masse élémentaire de la couche de déformation, masse dm 
définie par Ç, dQ^ d'^ s’écrira 

dm ==— c-Ç c^p.sinO d^O.<^4 = — Y^^sin -0 cos*0*<ip.<i(cos6).c/4- 

En exprimant sm^ 9 cos ^9 en polynômes de Legendre X(ô)(7), 
(7)', on a 

(13) dm = c^Y^v^l ~ \,((); dp d{cosi) ) </'h. 

Il suffît maintenant de porter les expressions (i i), (i 3 ) 

dans (lo)et d’intégrer dans toute la masse considérée, par rapport 
aux trois variables 4, ^ et p ou c. 

On intègre d’abord de o à 27: par rapport à 4 * hes termes en 
cos (4 — 4 ^) de (12) disparaissent, les autres sont multipliés par 271. 

On aura ensuite à intégrer de o à 7: par rapport à d. Or les 
termes en 9 proviendront du produit de X2(Ô), X/,( 9 ) de (i 3 ) 
avec les Xn( 9 ), X;i( 9 ,.) de (la). On sait que l’on a, d’après la 
théorie des fonctions sphériques (voir premier fascl(uile de cr 
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tome III, Chap. V), 


f X„(O)X„-(0)d(cos6) = o, f 


suivant que l’on a n'—n, ou n!^n. Tous les coefficiej 
X„(0,.) de (la) sont nuis sauf ceux de ^i( 8 r) et X4(ôr). C 
pour le potentiel d’un /jof/ii extérieur au champ d’inlégrat 


{i4) V,, 




\ ~ 

5 9.1 r* 




Pour les autres couches, pour lesquelles le point est intérieur^ 
on aura 


t 

r' 


K 


I -I— X.] -1- 
c 



On obtient pour le potentiel Vi la même expression, où /’ et c 
sont intervertis, 


(i 4 )' 



:> ‘21 


X.fO,.)-- 


2 8^ 
9 35 



c- do. 


llfaulen déduire les composantes de Tattraction, en dérivantV,- 
et V,: par rapport à ^ et Or ici V = F(^, r) est fonction expli¬ 
cite de Z par cos0 = ^ et par r- — x- -f- (les surfaces étant de 
révolution), et fonction de x seuloment par r. On a donc 

( 10 ) \ ^ f, ^ ^ _ Y - 1 

()r r ' àr r àz ’ z æ ^ z àz' 


On n’aura besoin dans la suite que de celte dernière différence. 
liC calcul donne pour le point extérieur 


()\r 

()X 



2 C- 

21 r* 


^ ^ cos- dp, 


et une expression analogue pour un point intérieur. On prendra 
ensuite la somme des deux. 


148 . Équation définissant les aplatissements en fonction de la 
vitesse de rotation. - En tenant compte de la déformation Ç des 
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surfaces ellipsoïdales, on a 

1 I X" 

(17) = g" ^^ X^ ' œs^ ' e ' ■+“sin^G cos^O, 


OÙ r est le rayon vecteur d’un point de l’ellipsoïde, transformé 
en r-HÇ. L’équation de la courbe méridienne devient, 011 coor¬ 
données cartésiennes {g'èoïde théorique)^ 


(18) 


î: 

«3 



a-c'^ 


I. 


Les coefficients directeurs de la normale seront 

(19) ^(i —iYX^cos’e), ^(i —UTCÀ'sinîfli. 


La force doit être normale à la surface. Nous écrivons que le 
rapport des composantes de la force est égal au rapport dos com¬ 
posantes de la normale 

X -4“ 8 X -+- ti)^ X X I 

Z-h 6Z ^ Z I-h X'-^-h C()s'2 0 


Dans le premier membre SX. et SZ représentent la correction de 
l’attraction due à la déformation. Le second membre est obtenu 
en faisant le rapport des composantes (19) et le dévelopixnneni en 
négligeant Ou en lire, pour la valeur de 


(vu) 



I Z .Z . 8/ 

---- <> v/> ~ cos*^, 0 •+• 

IH- X- s 3 3 




Les deux premiers termes correspondenl à l’idlipsoïdc non 
déformé (6) et les deux autres à la déformation. 

Remplaçons sin‘-^0 dans (6) et cos '-^9 dans (ib) par cos .>.( 5 , on 
obtiendra 


( 2 ‘>) 


3 oy^ 


_ f L±^ fl(x)i[li 1 -4- '* X?4- i'.' ) 

-H f P d —~ ^-. 7 (\f- ■ - X"’ ■ - T X -H - X ' L c W ('Os ■> 0 

^ 1-h Xf. \ ' f) O 7 ' 

^''’X ~ S) ^^)'' 
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Dans l’équilibre relatif, la masse tournant d’ur . , 
constant et indépendant de cos2 0, dont le coeffii.. 
nul, 

n = ^ A + D - ï - I = O. 

Multiplions cette expression nulle par ^ et retranclions-la du reste 

/ 

de l’équation (22) ^ce qui revient à y faire cos20~— on 
obtiendra, après avoir intégré par parties les deux iiüégrab's 
contenant pour transformer l(‘s do — de en p d^ 


I 2'i ) 


Jco- 




où le terme C n’est pas antre chose que le second membre de la 
même équation, en première approximation (2). n"" 119 , où l’apla- 

tissemeni e serait remplace par. 


G 


2 

7 



3 


r 


P <'/rr‘’yÀ^ 



domine A--- 2 C' en première approximation, on voit qu’en repré- 
sonlaiil, pour simplifier, les par la valeur corrigée iyX* 

dans (aS), le lerme C est ainsi conlcmii dans les deux autres et la 
rormiile (ad), on l’on aura supprimé C, nous donnera la valeur 

corrii^'èe do )/-. 


119. Les trois formules fondamentales en seconde approxima¬ 
tion. — Dans les 123 et 124, nous avons donné, en première 
approximation, les formules qui déterminent l’aplatissement^, eu 
fonction de cp, rapport de la force centrifuge à l’attraction, cl de J, 
rapport des moments d’inertie. Nous allons les établir en seconde 
approximation. 

Développons le dénominateur i+^; de la première intégrale 

APPUI.I.. — IV ( 2 ). '■* 
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de (aS), on aura 


(M) 


J co^ 


/,z/ 




}if. est la valeur de sur la couche de petit axe — c, où l’on con¬ 
sidère un point quelconque de la masse animée de la rotation co. 
Sous cette forme on voit tout de suite les ternies du premier ordre 
qui donnent l’équation de Claîraut (2) du Chapitre X, en fai¬ 
sant =: 2 e. 

Ici, en négligeant on aurait X- = 2<? -f- 3 ^?^ -h . . ., mais pour 
l’étude théorique de l’équation il est préférable de gardcîr 
d’autant plus que X^ contient maintenant la correction yX^ 

En seconde approximation, on pose 


(25) T) = 1 f prfc3( [- 4 - ).2). 

^ '•^'0 

On verrait facilement que la densité moyenne exacte n’est pas I), 
mais D : (i -f- X;). 

Le rapport de la force centrifuge à la pesanteur doit s’écrire ici 


D’autre part on obtient pour la composante de l’attraction sur 
l équateur et à la surface, les indices i désignant b^s valeurs à la 
surface, 

.■27.) ^ = 

En prenant la valeur de l’expression (24) à In surface, la der¬ 
nière intégrale disparaît. En y portant les valeurs de D^, 9 et X on 
obtient, en ne conservnnt que les termes du second ordre, 

(•28) (XJ—9) Di-1- 3 o 3 — 2 Xj^ D-i = cS( I-h X*-) A-. 

C est la formule fondamentale de Clairaut, pour la surface, eu 
seconde approximation. Elle correspond à (18) du Chapitre X. 
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L’équation correspondant aux moments d’inertie s’obtiendrait 
de même en suivant la même marche. On a 

<‘■^9' / pc/c«(i-4-X-)Xa =f 

J 0 

C’est la formule de d^Alembert qui correspond à (17) 
(Ghap. X) qui donne raplatissemenl conforme à la constante de 
précession, déterminée par le rapport J des moments d’inerlie. 

L’élimination de la seconde intégrale de ( 28 ) an moyen de ( 29 ) 
donne la relation correspondant à (19) (Ghap. X) qui exprime 
la relation de condition entre e\^ et J, au moyen de l’intégrale 
de P dc^ seule, 

<‘^9/ J* -e^(XJ—9 ) I>,-4-59 9 — ^ XJ^Di. 

1f)(). L’équation différentielle de Clairaut-Radau en seconde 
approximation, — Dérivons l’équation ( 2 ^) ou (24), après avoir 
divisé par i - pour isoler la dernière intégrale, on a 

I ’io ) r'> X’^ 1 ) 1^3 — q \ r^ ( 

r '' ('>3 

- i / pci c^{ I -H X'-i - - r<Os- T, --=(). 

TC A 

< 3 u dérive cette foriiuile uik^ seroude fois. Ou lient compte de la 
dérivée de D ( 20), 

3 1 ) .3 P ^ I -h X^ - 4 - i X- = .3 I) - 4 - A’ I)', 

où 

r . riy 

" X’i dr ’ ^ 1) 

Ou utilise la première équation de Glairaut-Hadau ( 4 )? n'* 13 S, 
pour éliminer j'r/ dans les termes du second ordre et l’on obtieni 

( 32 ) rri' -h h- fyri — 2 Ç( i -h ) = X, 

( 33 ) y --- 9 ( I -f- '/) ) -4- X* Ç( â -4- 4 >1 -t- 2 TjS ) - 4 - ^ X'-^ ( 7 - 4 - yI ). 

J 21 7 

Le premier membre est le même que celui de l’équation d< 
Glairaut-Radau en première approxiiuatiou. Le terme do correc 
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lion X de Tordre de e. 11 est toujours positif toujours crois¬ 
sant avec 9, Ç, r). du centre à la surface, où sa valeur est 
maximum ('). Auparavant G. H. Darwin et Callandreau avaient 
donné des formes plus compliquées, qui ne permettaient pas la 
discussion complète. 

On démontre, comme en première approximation, que yî, 
d'abord croissant au centre, Test du centre à la surface. En 
particulier la fonction yj est toujours croissante pour la Tei're. La 
seconde limite de Vaplatissement n^‘ 137 correspondant à celle 
de Poincaré, est conservée. 

On démontre également que les limites de r\ sont les mêmes 
qu'en première approximation, avec la l'elation fondamentale 

(34 j o<yi<-<3. 

Enfin en donnant à Ç sa valeur aux deux limites yj et 3 on voit 
que le champ devat iation de rr{ — X'» seconde approximation, 
est le même que celui de rr! on première approximation. Comme 
la valeur de x de Tordre de c, on a la même discussion et les 
mêmes conclusions. 

En troisième et quatrième approximation les termes de correc¬ 
tion seraient encore plus petits. La démonstration subsiste. Elle 
est générale. 

151 . L’équation de condition en seconde approximation, — 
On procède comme en première approximation pour introduire la 
transformation de Radau, Chapitre XI, n" 135 . 

On a d'abord identiquement, d'après la valeur de D, for¬ 
mule (25 ), 

(35 J ^ D dc^-h p(r^ — -- J p dc'^{i 

On en déduit à la surface, pour Tiulégrale de (29'), 

(36) 3 r P (i-h 

P &• dX- -f- 3 / P dc‘^ X-. 


= 5Di — 2 f D dc^ — 2 r 
d 0 «^0 


(‘) Voir Alex. Véroxnet^ Rotation de Vellipsoïde hétérogène et figure de la 
Terre {Journal de Math, pures et appliquées.^ 1912, Chap. V, n" 4 ). 
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La dernière intégrale peut être remplacée par sa valeur en première 
approximation formule (i8), Chapitre X. L’intégrale en 
s’obtient comme on première approximation. Chapitre XI, n® 135 , 
(*t le terme de correction de ( 33 ) s’introduit dans (17) en 
remplaçant dans (ï6') rrl ou arj' par sa nouvelle valeur ( 32 ). 
Alors (18) devient 

( 37 I Di -h 'r\i = -i- -!- ^ Ç D dc^\ 

\ s/i-^r\l -A) 

K. désigne toujours la valeur moyenne de l’expression de première 
approximation, ii'* 13 (). Dans cette parenthèse, x désignerons 
également les valeurs moyennes de ces quantités obtenues de la 
même façon. 

La troisième intégrale de ( 36 ) peut se transformer comme il suit, 
en vertu de la valeur de ri ( 3 i), 



où (/.-yj) désigne la valeur moyenne définie par cette relation et où 
la dernière intégrale sera remplacée par sa valeur en première 
approximation, formult^ (19), Chapitre X. 

En portant toutes ces valeurs dans la formule (a8) en tenant 
(;oinpte do la première approximation pour simplllier les termes 
du sf‘(‘ond ordi'c, on obtient fînahumml ré(|iialion 


( 3 () ) 

) K 

a J -i- Y î, 

( 40 1 




1 ■'1 

I a 



V . ^ . 

( 4i 1 

c y, AÎ ( J -t- _ ç 

\ / Z 



ir)!2. Les limites de l’aplatissement de la Terre en seconde 
approximation. — (89) est la formule (19) du chapitre précédent, 
(m piemiére approximation, complétée par les termes de correc¬ 
tion £ et i. Ün y remplace encore par 2c-f- 3 e‘-^, et rji par sa 
valeur (‘u sc^conde approximation, obtenue en éliminant l’intégrale 
de ( 3 o) an moyen de (28) 


i/l'Al Tu 


t) /) a O 

--- V. - O H-- oini -- 

7 ' i 4 2 <? 


Y 




à'ni 


)■ 
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Diaiis la diïrnière expression, les deux premiers lermesrepréseiilent 
la valeur de 1^71 en première approximalion, le terme en cp est le 
terme de correction. En désignant par v7o celle valeur de première 
aipproxlmation, on aura 


\/i H- 'ni _ v/n" 'Ho 
K ~ K 


9 _ - ^ - / ^>9 

'>X / IH- 'Go \ ■>. 



Dans le terme de correction en cp. on a fait ro ==^yî() et K =: 1, 
valeurs suffisament approchées. Finalement on a 


//ox . T ? I , vu-'no / 

( 43 ) e H- - J —JT— — TS ( ^ *n K ^ — ? > ■ 


= J -h ^ -H Jy ^ 4 = 
•A 2 5 ^ / 


I J 9 / 69 r \ , / I ^ \ ^ J ^ •> 

= ^ (--5’fio ) -H :>.e J - 9-_ jç _ _ ç, 

35 \ 2 V 7/2 ‘ ‘ 


Les valeurs de J et do 9, considérées au chapitre précédent, 11" 137 , 
donnent J + | =0,00000919. On calcule ^ on prenant pour e la 
la valeur de première approximation i ; 297,2. On ol)tleiil 

î == ( 8,17 -f- 32,00 — 16,98 — 11.35 — 9.02 ) lo' *'* = 2,87. u> 

Le niaximiun de K. = 1,00076 a toujours lieu poin* 
comme en-première approximation, n'' 13 ?> (‘t 13 (). Oes valeurs 
de K et y} déterminent la limite de Poincaré, pour laquelle il faudra, 
dans ( 43 ), donner aux termes de correction leur valeur maximum. 
On fera donc - (erj) = 0, et dans défini par ( 33 ), on fera rj = ^ 
cl ^ , ou pi =2,0, valeur mininnim de la deu.silé su[)(*rfi(u*(!lle 

pour la Terre. On trouve 0,0327, puis 4d)5 X io‘ poui’ la 
valeur du terme de correction correspominni et 0,00501671 jxuii' 
la valeur du second membre de ( 43 ), limite. 

La seconde limite de F aplaiissemeiit n’esl déliiiie par la va hoir 
maximum 77 h la surface. 

Dans K de ( 43 ) défini par (18), n" 13 o, il faudra donner à vi la 
valeur ru de (42), <'’est-à<dire remplace- ~ de premièn^ approxi' 
I K' 

malion, par d'Ci, où K', est la déri\ée de K par l'iqiport 

à Y) r= Y]1, 11" 13 S, et c/rji le terme de correction de rji dans ( 4 ‘>d* 
On pourra faire K| = i dans le lenne eu K', d'f\^, et le mettre dans 
le second meml)re Av ( 43 ). Dans celle expression ( 43 ) ou hua 
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encore (eri) = c^r;, el rj—rj, ou yï,, de première approxiraalion, 
dans le terme en Les termes de correction, autres que dans ( 43 ) 
prendront la forme 


h ~ '1 / ' 

2 .) 


: r 'n 1 ( — O ) — 


Yi i( 3 ri] ■ 




On obtiendra |)oui‘ y i la nouvelle valem* o,o 323 , au lieu de 0,0827, 
et pour 1(‘ nouveau terme de correction 

5, = ( ^,23 — 0,84 — o,i() ) lo = 3,23 X 10 


Le premier membre de (/i 3 ) pour cette» secîondc limite aura la 
même forme que bî dernier membre de n" 137 , où lOi sera 

remplacé paryjo valeur de première approximation. 

Comme pour la première approximation, n^ 137 , on calcule une 
série de valeurs du premier membre de ( 43 ), dans les deux cas, 
pour (liiïèrentes valeurs de e, on a 


1 : r'. K z:. 1,00075. K : - K,. 

296,0. 0,00501670 o , oo 5 oi 8 49 

296.1 . 1601 1782 

296.2 . i 5 3‘2 1715 

29(),3. 1463 0)^8 

296,4. i3 9‘> 1281 

296. '1. r 3 2() 1 5 1 3 


Pour la limiUî (b; lb)i[iearé. la somme des U^rnuis du second 
uu'inbre de (^ 3 ) est 0,000 01 (>7 i et donm^ comim^ solution 296,00 
pour l’inverso <lc^ l’aplatissement i : e. Pour la s(‘conde limite, en 
ajoulant E| el on a 0,005 ot 52 9 et 2Ç)(),48. 

Mais ou a mi, n*’ 118 , ( 23 ), que X- était mis pour Cn 

a remplacé par 2e, alors e est mis pour e — ^ fù. - est mis 
j)our *; -h ^y. La ])lns j^raude limile de i : e devra élro augmentée 

de - - y ou 0,08 par la déformation. Pdlc devient 296,66. 

L'inverse de raplalissmncnt do la Terre sera, ou s(^conde 
appi'oximation. (‘ompris entre les limites 

(45 ) 296,00 •' i 296,5t), - = 296,28 ih o,‘>,8. 

La valeur moyenm» (‘s( abaisso'^e (Piine uni lé par rapport à la 
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première approximation 297,20. 11“ 137 . De plus l’écart entre les 
limites est doublé, o ,56 au lieu de 0,29. La précision reste encore 
très grande, de l’ordre de la moitié d’une unité. 

1 S 3 . Les limites de l’aplatissement en tonte approximation. 
Conclusions. — II faut remarquer on/>ulrc que = 38 X 10“'', 
de sorte qu’en so limitant à la seconde approximation et à c-, on 
néglige des termes, qui ne peuvent influer qu(‘ sur la troisième 
décimale de l’inverse de l’aplatissement. Les limites de cet apla¬ 
tissement sont donc déterminés, açec toute Vapproximation 
possible^ avec leurs cinq chiffres exacts donnés par (43 ). 

Ces valeurs no dépendent que de colles de et de J, qui sont 
déterminées elles-mêmes avec cinq chiffres exacts. De plus J est 
donné uniquement par les mesures astronomiques de la préci^ssioii 
et ç par les mesures physiques de l’altractloa déterminées par le 
pendule. Ces limites sont indépendantes de la loi des densités. 

On a vu, au 11^^ 139 , le calcul des valeurs de raplatissement faites 
on première approximation, au moyen des lois de densité de 
Roche, deLipschitz, etc., ce qui nous donne des limites pratiques 
plus étroites que les limites théoriques. On détenu inc la correc¬ 
tion è faire, en. seconde approximation, en différentianl l’équation 
de condition ( 43 ), n° 152 , par rapport à c, ce f[iii donm^ 

( 46 ) (/e -h U de ■= t + - h J -r) ) ( 2 6' — 0 i. 

H contient la dérivée de K, fonction de 0 el de e. Dans tous ces 
termes de correction, on introduit les valeurs de première approxi¬ 
mation. La valeur moyenne (erj) est calculée par l’intégrale qui la 
définit ( 38 ). Finalement on obtient, avec les valeurs extrêmes, 
n —T,2 et 3 , de la loi de Lipschitz et de Roche, hvs limiles 
é tr 0 î l c m c II L r ( * s s er e s 

( 46 /) 290,44 <"* - 290,48, ^ = 29G.4O ^ 0.02. 

On peut dire ainsi que pratiquement Vincerse de Vaplatissement 
est déterminé à 0,02 près.^ en toute avproximation dans Vhypo¬ 
thèse de Clairaut.^ par les seules données relatives à Vaitraetion 
et à la prècession. 
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Les mesures géodésiquos et celles relatives au pendule sont loin 
de donner celte préclsiouj fournie par les seules ressources du 
calcul mathématique appliqué aux données astronomique^ et 
physiques. Les mesures de Clarke (1880) etFayo (i881) donnaient 
298 et 292. Celles plus récentes de Helmert (1907) et de 
Hayford (i9<^9) donnaient 298,8 et 297, à une ou deux unités près. 
La dernière mesure d’Helmerl (1910) abaissait ces nombres 
à 296, en parfait accord avec les calculs de seconde approxima¬ 
tion (^ ). On peut dire d’ailleurs que si ces dernières mesures ont 
fini par s’imposer, c’est grâce à la démonstration mathématique, 
qui imposait ces valeurs comme scmles compatibles av(‘c les 
mesures astronomiques. 

11 serait à désirer que les mesures géodésiques et celles du 
pendule puissent atteindre la précision des mesures aslronomiqueSj 
car les marées de l’écorce prouvent surabondamment que la 
surface terrestre possède assez de jeu pour se mettre en équilibre 
hydrostatique sous l’action des forces permanentes. Alors si la 
valeur de l’aplatissement mesuré ne cadrait pas avec les limites 
calculées, il faudrait abandonner l’hypothèse de Clairaui d^une 
vitesse uniforme et recourir à une autre des hypothèses^ qui 
seront étudiées dans le chapitre suivant. 

Les calculs de l’aplatissement cmi seconde* approximation, mais 
uniquement pratiques et numérûpies, avaient été faits déjà par 
Wiechert. dans l’hypothèse* un p(Mi simplisie d’une Terre formée 
seulement d’un noyau et d’um; écorce. Il avait trouvé 297,8 pour 
la valeur de l’iuvcrscï de l’aplatissement, Callandreau avait trouvé 
la même valeur 297,4, G. H. Darwin (-) avait fait également les 
calculs avec la loi de lloclic et trouvé 291),4- Guette valeur coïncide 
exactement avec toutes celles déterminées par A. Véronnet, et 
données par ( 4 f> )- Tous les auteurs précédents n’avaient fait 
(|u’une s(‘ule détermination, sans s’occuper des limites possibles 
ni de la variation des résultats avec les lois de densités, ou les 
hypoth€sc‘s admis(*s, ce (|ui est absolument nécessaire, pour pou- 


(‘) i.ii (It'lcrniination de M. lltdLronner, agit,,) pni’ réseau des 

Alpes françaises [)rAscnte un grand intérêt comme détermination locale préeist*, 
mais peiil ne pas donner la même précision pour raplalissem(;nl général ou 
moyen. 

(•) Theory 0/ the figure of lhe Eart {j\f<mLkly Nofù'es, p. 110). 
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voir juger de la validité de telle ou telle détermination géo- 
désique. 

Tout réceininent M. K. Wavre a donné une nouvelle déleriui- 
nation de Paplatissement, en seconde approximation, au mo-yen de 
sa méthode, dont le principe est indiqué au 115 . Av^ec les 
mêmes valeurs de cp et J que ci-dessus il trouve 2^8,3 au lieu 
de 297; I, première approximation (^). En seconde approxima¬ 
tion, il donne les limites ^93.70 et 295,9. La dernière valeur est 
sans doute la limite de Poincaré déterminée ci-dessus : 296,00. 
L’autre limite n’a rien de commun avec celle dont il est parlé plus 
haut. En tout cas elle ne peut pas donner une valeur plus petite 
que celle de Poincaré, pour i : c, puisque celle-ci est une limite 
inférieure^ comme il a ôté Indiqué au n'‘ 156 . Il est regrettable qu(‘ 
M. R. Wavre n’ait pas connu les travaux de scs prédécesseurs : 
Wiechert, Callandreau, Darwin, Véronnet, ni montré comment ils 
se tromperaieni tous, en donnant des nombres égaux ou supérieurs 
à 296. 0 semble bien que M. Wavre ait négligé les variations de K, 
en seconde approximation, comme il le fait en [)remièrü approxi¬ 
mation, n'* 78 . Tl ne conserve donc qu’une valeur i : c, voisine dt‘ 
la limite de Poincaré en négligeant la seconde limite étudiée ci- 
dessus, celle qui donne précisément les valeurs supérieures à 296. 
De plus, il ne limite le calcul des termes de correction que par 
les deux limites primitives de Clairanl, (|ul sont (^xtrèfuemeat 

larges ce (pii lui donne eel é(‘arl d(‘ 2,10 (mire les 

valeurs extrêmes de i : e, au lieu des \aleurs beaucoup plus 
resserrées obtenues ci-dessus. C’est pour la même raison qu’au 

81 il obtient des limites deux fois plus grandes que Callandreau, 
Darwin, Helmeri, etc. pour la dépression de l'ellipsoïde et la cor¬ 
rection des valeurs de g. Il reproche à Callandreau u"' 78 d’avoir 
négligé 3 oo‘“ dans la dilFérence des rayons. Gela provient d’unt‘ 
différence de nolaüon. Callandreau mesure la déformation, à 
partir de rellipsoïde de référencé, et non à partir de Ftillipsoïde de 
P remiè r e a P prOXi m a lion. 

154 . Tableau résumé des limites successives de Taplatissement 


(9 P'fgures planétaire» et géodésie^ m* 78 , Gautbier-Vitl<*r>, i(>8a. 
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dolaTorre. — Nous avons vu, au n® 120 , que Clairaut, dès 1743, 
avait déterminé deux limites fondamentales entre lesquelles cel 
aplatissement devait être nécessairement compris : -;^<p et ^cp, et cela 
quelle que soit la loi des densités à Tintérieur de la Terre. La 
première correspondait en elTet au cas où la masse de la Terre 
aurait été condensée totalement en son centre, la seconde au cas 
ou la masse aurait t‘té homogène, et la répartition d’une masse 
liét('‘i'ogène quelconque est nécessairement intermédiaire entre ces 
deux limites, l.es valeurs de ces limites ne dépendaient que d’une 
mesure physique cp, rapport de la force centrifuge à la pesanteur, 
laquelle était donnée par le pendule. Ou temps de Clairaut, on 
pouvait déjà obtenir trois chillres exacts, les doux limites fixées 
étaient fort éloignées runo de l’autre et donnaient pour l’inverse 
de raplalissemcnl les nombres 280 et 677, mais les mesures 
géodésiques ëlaieni loin de tomber entre ces limites. 

Æ la fin du XIX® siècle, soit i ao ans plus tard, Tisserand l'amenait 
la dernière liiiiile à 4 o 3 . L’aplatissement pouvait varier encore du 
simple au double. 

Ou a vu ensuite, au 12 S, comment l’introduction du nombre J, 
rapport des moments d’inertie donné par les mesures astrono- 
mi(jues de la précession et la formule de d’A-lembert, [)ennetLait 
d’abaisser ces limit(‘s à :>.70,3 et 3 o 5 ,v 3 . l.a comlilnaison des deux 
formules de Clairaut et de d’Ahuulxu'l aurait donc pu déjà 
peruietlre de détenuiiuu* l’aplalisscnumt de la Tiu're, à un dixième 
près, (lès la fia du xvin" sièch‘. 

Lufin nous avons vu, aux 137 et 132 , comment la transfor¬ 
mation de Radau, a|)pliqiiéc à réijuation do condition (m cp et J, 
é(juati()n de Clairaut-d’Ahuubert, avait permis à Ileiirl Poincaré 
(‘usuite à Alex. Véronnet, de déterminer les doux limites très res- 
seriM'Cs : y.()7,io cl 2()7,3() en premièn* approximation, avec 296,00 
(*t 296,56 en Ion le a[)proximalion. 

L’écart possibh* th('îori([uemciit se réduit à zho,i 5 sur l’inverse 
(le raplatisseuuml, en première approximation, cl 0,28 en toute 
ap[)roxiinalion, soit 

297,25 d: 0 , 15 , 296,28 ± 0,28. 

Cette précision oblenue par l<*s calculs rnalhématiques, appliqués 
à d(‘s nombres cp et .1 fournis par d(^s mesures physiques et des 
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mesures astronomiques, dépasse de beaucoup les meilleures déter¬ 
minations géodésiques. 

Les calculs pratiques, sur différentes lois de densités, restreignent 
encore ces limites théoriques et montrent que l’on a, quelle que soit 
la loi des densités choisie, avec plusieurs centaines de détermina¬ 
tions, Chapitre XIV. 

297,18 ±0,01, 296,46 ± 0,0?,. 

Une connaissance suffisamment précise des nombres 9 et J per¬ 
mettrait de déterminer l’aplatissement de la Terre avec cinq 
chiffres exacts. Actuellement ils nous le donnent avec 4 * 

Tableau des limites successives de l’aplalissemenl : 


I : e, 

N* 120 . Glaîraut 9 < 6 <-9'^. 280 -577 

N® 120 . Glairaut-Tîsserand. 280 -4o8 

N'» 123 , Gallandrau-Véronnet ^J<e<i9-i-|j^ . 270,8 - 3 o 5,3 

137 . Poincaré-Véronnet (première approximation). .. 297,10-297,39 

N® 132 . Poincarc-Véronnet (touteapproximation). 296,00-296,66 

134 . Véronnet (calculs numériques et pratiques). 296 , 44 “ 2 i 96 , 4 ^^ 


Ces valeurs limites, qui dépendent uniquement de ccll(‘s de 9 
et J, pourraient être modifiées légèrement par la modification 
même des valeurs de base. C’est ainsi que M. de Sittor ( 1924) a 
donné la valeur 296,92 pour l’inverse de l’aplatissement ainsi 
déduit, avec des nombres légèrement différents (^). Nous avons 
vu, formule (21), n'’ 137 , l’expression qui donne la correction de 
correspondant à celles de 9 et de J. Les corrections de seconde 
approximation restent les mêmes cl il suffit de modifier les valeurs 
de première approximation. 

155 . La surface de Pellipsoïde terrestre est déprimée entre les 
pôles et l’équateur. ~ La formule (22) du n^ 148 détermine l’apln- 
tissement des surfaces de niveau en fonction de la vitesse de rota¬ 
tion w. Cette expression comprend en particulier des termes 
dépendant de la latitude B. Comme la rotation est uniforme, on est 

(^) O/i the flattening and the constitution of the Earth {Konink. Akak. v. 

Wet.^ Amsterdam, t. 27 ). 
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conduit à annuler le coefficient B de cos 2 6 dans la formule de c*)®. 
pour réaliser l’équilibre relatif rotation en bloc. 

On obtient une première relation qui sert précisément à définir 
la do^formation introduite par l’équilibre relatifs. On a 




1A + -1 1 c’ <fp -1 '•*- ^ 

, 4 rV C-cy- , , aw’- 


dp : 


5 £ étant défini par ( 5 ) et analogue à A. 

En dérivant deux fols la formule (47) 00 obtient une équation 
différentielle du second ordre par rapport à que l’on peut 

écrire 

( 48 ) n' H- £(£ -+- 5 j — 2^11 4- Ç) -H 7^ / ( “n, s) = O, 

où 

/-(YaV/ 

yX* ’ 

est une expression analogue à la fonction yj de Radau et à Ç. 
L’expression différentielle ( 48 ) a la mémo forme que l’équation 
de Clalraut-Radau où ri serait remplacé par s, mais avec on plus 
un terme fonction dv ri (‘t e et divisé par y. 

Callandreau démontre que nul au centre, commence par 
décroître et devient négatif. Il démonln‘ ([u’en tout cas y reste 
tDuiours négatif, c(i qui indicpic <pie la déformation est nulle à 
l’équateur et au pôle seuls, (9), n^‘ 147 . Il y a donc dépression 
entre le pôle et réqiiatcur, d’où c(ï théorème de Callandreau : 

Dans un fiai de hétérogène^ en équilibre permanent^ animé 
d.^une rotation lente^ toutes les surfaces de niveau sont des 
ellipsoïdes déprimés entre les pôles et Véquateur. 

Cette déformation correspond à la première figure dérivée des 
ellipsoïdes homogène, comme on Ta vu dans le C fascicule de 
cet ouvrage, n" 80 { fig. 38 ). 

On peut (l(‘t(‘rmln(U' une Umit(* théorique supérieure de y, 
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Cotte foriïiiilo due a Callandreau, donne une dépression maxi¬ 
mum do ï pour la lerrc à une latitude de Une erreur de 
chiffre lui avait donné 5 ’", valeur rectifiée dans une noie ( Obs\ 
Paris ^ 1889). 

C. H. Darwin a calculé la dépression maxinium dans le cas où 
la densité suivrait la formule de Roche. 11 ii'ouvc 3 '’',26 seule¬ 
ment ('). Dans riiypothèse simplifiée d’un noyau et d’iine écorci^ 
il trouve un maximum de 8"^,8. 

Wiechert, dans son hypothèse d’un noyau de fer et d’une écorce 
de rochers (2), dont l’épaisseur serait le i/:? du rayon, trouve une 
dépression de M. A. Véronnet a calculé les limites maxiinun» 

et minimum de cette dépression avec les formules do Lipschitz, en 
faisant varier n» Il trouve (^) des valeurs comprises entre 
et pour des valeurs de la densité superficielle compris!? 

enliY? 2 et 3 , 

Avec la formule de Roche, ejui réalise l’accord des aplatissemeiils 
donnés par l’altraclion et par la précession, il trouve la valeur (pii 
doit être réalisée pratiquement 

hr — 3 '“, 28 ±: 0’“, 

valeur identique à celle de G. H. Darwin. Cette déformation est 
loin à fait insensible et négligeable pour la Terrti, n'‘ 177 . 

Pour Jupiter et Saturne on a 1,64 et 1,09 pour la valeur dv. Yy. 
La dépression maximum théorique donnée par (I9) serait de 18H 

et de 552 *^'", c’est-à-dire leet du rayon. Par rapport à 

1 aplatissement des deux planètes, ou à la délormalion s[)héri(jue, 
cette déformation ellipsoïdale serait 28 fois et 12,8 fois moindre?. 
Gomme l’équateur tourne plus vile que les aulres parallèles, celh^ 
dépression serait encore accentuée. 

Elle serait ici de l’ordre de raplatissemeiit mrresin? pour 
Jupiter, du triple pour Saturne. En effet ces dépressions, rapportées 
au rayon de la Terre, seraient respectivement de 4 poui‘ 
Jupiter et de 09^™ pour Saturne, alors que la dépression poîairt^ 


(9 The theory of the figure of the Earth {Montly Notices, iSrjc), p. 107;. 
(9 Nachr, K. Gesell. zu Oottingen (1896). 

(9 Journal de Mathém., igi;?, p. 462. 
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terrestre due à Paplatissement est de 21 ^'“. l\ est vrai que prati¬ 
quement, en tenant compte de la loi des densités, ces-nombres sont 
réduits au tiers pour la Terre, mais la loi de^s densités applicable à 
Jupiter et Saturne n’est pas la même et donnerait une déformation 
plus voisine du maximum théorique ( *). 

156. Los surfaces ellipsoïdales sont impossibles, mémo en mou¬ 
vement permanent, avec vitesses de rotations variables. — Nous 
avons vu que, dans le mouvement permanent, avec w variable sur 
chaque surface de niveau et sur chaque parallèle de ces surfaces, 
l’équation hydrodynamique, qui déhnit l’équilibre, a la même 
forme que dans le mouvement eu bloc, iV* 46. Daus le ca.s où les 
surfaces de niveau coïncident avec les surfacc^s d’égale densité, on 
obtient la même relation (G), n'‘ 146, entre les vitesses co et les aplatis¬ 
sements e ou À. Mal-s il sMiUroduit la nouvelle condition hydro^ 

(lynamlque d’équilibre^-^ .— o, n'’ 48. La vitesse de rotation doit 

être la môme pour tous les points qui sont à égale distance de 
l’axe de rotation, elle ne dort dépendre que de cette distance ^ bt 
l’axe. 

Cette formule (G) peut s’écrire, en intégrant par partiels li* 
coefficient de sin‘^^ et eu remplaçant les et (3*-^ par e, 

0 ‘h) ) ( 0 ?. — S:: /’sin^ 0 ^ - L ^ ^ — dp, sin^ 0 -, , 

r est l’axe polaire de la couche, coutenant le point considéré de 
coordonnées œ, s, cl de vile.ssiî de rotation o). 11 peut être pris égal 
au rayon vecteur du point, dans les termes en e‘^. 

w; représente les deux premiers termes de (G), qui dépendent 
uni(|uement de r. On voit que caji définit la vitesse de rotation 
sur l’axe polaire, où a: := o, et doit être constant, eomme d’aiprès 
k condition hydrodynamique ct-dessus. 

et le coefficient de ont la même valeur pour tous les points 

(q M. eiitHandroim, dnis son premier Mémoire sur la théoine de hi des 

. B — A B — A , 

planètes a oat ulc* surtoiU I<*s expressions —et —— en seconde approxi- 

niaLion. Il l(‘s a élcndues à .luprter el Saturne dans le second Mémoire sur !<* 
même sujet. 
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de la méaie surface de niveau, puisqu’ils ne dépendent que de l’axe 
polaire r de cette couche. Mais de plus, pour que co‘-^ soit uni¬ 
quement fonction de a:, il faut qu’ils soient tous deux constants 
dans tout le fluide, car co- ne dépend directement de ^ que 
par sin-0. Or comme la densité p est supposée connue et définie 
en fonction de r, on voit que = const. définit la valeur de 
l’aplatissement e de chaque couche en fonction de ou e = f{r). 
On voit qu’il en est de même du coefficient de qui définirait 
donc e comme une ciutre fonction k de r (5o^), ce qui est impossible. 

D’ailleurs, pour que le coefficient de soit une constante, il 
faudrait avoir 

or au centre on a 

/ — Oj C ■— 7j C z=z Cf. = Cq <it. = O, 

pour la plupart des lois de densilé. Le premier membre serait un 
zéro d’ordre 3. Pour qu’il en soit de même du second, il faut que 
l’on ait /r=:o, c’est-à-dire que le coefficient de soit nul. De 
plus la fonction constante k est inverse de r- d’après (oo’), ce qui 
n’a pas lieu pour (ù'f.. 

On a vu, dans le numéro précédent, que la déformation de 
l’ellipsoïde en seconde approximation est très faible, dans le cas 
de l’équilibre relatif. Dans le cas du mouvement permanent, il 
faudra donc une faible variation de vitesse pour réaliser des 

surfaces ellipsoïdales et si la condition^ == o n’est pas rcaliséi' 

mathématiquement, elle le sera assez pour que les surfaces de 
niveau et d’égale densité coïncident pratiquement, 

La formule (5o) est valable avec vitesses de rotation variables. 
On voit alors que, pour réaliser des surfaces ellipsoïdales, il faut 
que la vitesse de rotation croisse de l’équateur aux pôles. C’est h' 
contraire qui a lieu pour le Soleil, Jupiter et Saturne. La surface' 
sera donc encore davantage déprimée vers 40 ^^, que si elle tournait 
d’une seule pièce. De plus ces différences de vitesse restent proba¬ 
blement localisées'dans les couches superficielles, au lieu de restiu’ 
constantes en profondeur, suivant les lignes parallèles à l’ax(^ de 
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rotiilion, d’après la condition*^ =o. Il s’ensuit que les couches 

d’égale densité ne coïncident pas avec les surfaces de niveau. A la 
surface extérieure, ce sont donc des couches de densités différentes 
qui affleurent suivant les différents parallèles, en produisant les 
bandes que nous voyons sur Jupiter et Saturne. 

Eu représentant par a le demi-coefficient de s\n^ 6 dans (3o) 
divisé par w; on peut écrire, coninie ot est petit, 

(5i) vO- = — aasiii-0 ), 0) — ü),,(i — asin-() ). 


En taisant c o dans l’expression d(^ a, on obticnit une première 


limite supérieure 


aS 


ü)*? 



9 


ce qui donnerait a<o,oo38 pour la Terre. La rotation à 43'’ se 
ferait en aao secondes de moins qu’à l’équateur. Une étude plus 
serrée de l’intégrale donnerait la limite 

a ^ -e T|, 

(jui esl la moitié de la valeur précédente. 


APIM LI.. -- IV (2), 


U 
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CHAPITRE XIIL 

LA VARIATION DK L.V PESANTEUR ET L’APLATISSEMENT DE 1.A TEKHE. 


167. Objet du Chapitre. — Clairaut, dans laFig'Uj'e de la Terre, 
après avoir donné la formule qui déterminait raplatissemenl des sur¬ 
faces de niveau, par rapport à la vitesse de rotation, avait démontré 
une autre formule, également fondamentale, qui déterminait (uit 
aplatissement d’après la variation de la pesanteur à la surface. Cette 
formule a été calculée en seconde approximation par Airv ( i8i() ), 
Helmert('), Darwin (-), Gallandreau (•'), etc., afin do préciser 
plus rigoureusement l’aplatissement que l’on peut en déduire. 
Ces travaux et leurs résultats seront exposés dans ce chapitre avec 
quelques autres sur la même question. 

168. Formule de Clairaut reliant Paplatissement et la variation 
de la pesanteur. — La pesanteur est la résultante de l’attraction (‘I 
de la force centrifuge à la surface de la Terre. D’après le iT 70, l(‘s 
composantes de cette force résultante^ sont (P — h)‘^)x^ (Q — w-);)', 


( ^ ) lloheve Geodasie^ t. 2 . 

(^) Darwin, Monthly Notices^ t. GO, 1900, ot Srientlfiv papers^ t. 0 , 11® 
(A) Callanurkav, An?!. Obser^>. Paris, t. 19 , iSSg, et Bul. nstron., 1897. 
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2 Iï 


lis. Sur rellipso méridienne, en faisanty = o, nous aurons 

(0 = gj. 

Or la parii(‘ tuilre parenthèses peut s’écrire, en tenant compte de 
r-( i -f- A- ) et de l’équation de l’ellipse 


(!^) 


n-( [-hX- ) 


3"- 

c~ 


a:- , a:- 

( I — ‘>e) = i — ‘).e — • 
O » a - 


Kii désignant par 0 la colatitude, siuQ -- y j on peut dans le. terme 
en e, remplacer a par /\ en négligeant c-, (^t l’on aura 


(;{) = R2c*( r — *>.« j:r = Hr( i— c sin^G). 

La seconde formule est obtenue également en négligeant e‘-^. 

L’expression II (^st donnée par la formule (i3), Chapitre V.IIL 
En prenant sa valeur à la surface, la seconde intégrale s’annule, en 
développant le tenue restant, par rapport aux puissances de on a 


( i ) 


h P (i—> 


] /î^- 1 

7 


/- est de Tordre de grandeur de e. On néglige les /'• en première 
approximation. La valeur de 1“ (vst donnée par la formule ( 27 ), 
(diapilre VIll, n“ 1)7. Ou obtiendra de mémo /■* on développant 
(0 i’(unpla<;ant /--- lic, 

gx-i ^1 - X-f siu^o -t- g x= sii>ïO^ , 

/.i /.3 / c'^ \ 

^ = --- ( I — 3 <^î, siir-i 0 ■ I - 3 - e sin- 0 ) , 

X8 /•:» /•- / 

r (‘sl la valeur du petit axe à la surface. 

Lu valeur de R devient alors 



, r, , R i r.f £ ' ? r/g(i -H Xî) [(I - 3e, siu‘0) + 3 ge (^sin»0 - 


Tour un ollipsoïdiî homogène, on a 


M = ^ 7ip (■ = TT0 (I -+- À-) 
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et la première intégrale est l’expression exacte de la densité 
moyenne D de la masse hétérogène, en tenant compte do l’apla¬ 
tissement des couches. La valeur de la seconde intégrale en dc^e 
est donnée par la formule (i 8 ), Chapitre X. L’expression de la 
pesanteur (3) devient 


( 7 ) ^ = 1 tî/cD j^i — 3<3 sin2.'6 4 - i 9 ^ (5 sin^O — ( 

En effectuant les calculs, négligeant on aura 

( 8 ) if ——sinîoj , 


ï — e sin -0 ). 


au pôle sin^ô 0 , à l’équateur sin^ 


I, on aura 


.M . ]\I 

2«-f-=?)==/^ (i-+-9 ). 

.M / 3 \ / 

«< = y 5 îp-<'-- 9 j 


3 

«--9 


En représenlant par l la latitude, sm -0 = cos'H, on obliciii 


= ?=j9- 


e = r f Tj -h i t. 


La variation de la pesanteur est exprimée par le cDefficlonl de 
sin^Z, ou (3, qui permet de déterminer c, par les seules mesures 
de faites au moyen du pendule, en des lieux de latiludos diffé¬ 
rentes. On remarquera en effet que la loi des densités p, dans (f)), 
a été éliminée’au moyen de la première formule de Clairaul. la 
formule fondamentale ( 18 ) du Chapitre X. 


159. Démonstration directe de la formule de Clairaut. 
Helniert calcule directement le potentiel, comme pour un corps 
quelconque, qui peut être supposé solide, sans s’occuper des con¬ 
ditions de Tcquilibre hydrostatique. 

Soit un point fixe z) ou (/', 0 , cp) par rapport auquel ou 

calcule le potentiel et y, z') (r', 9 ', cp^) un point variable cl(‘ 

masse élémentaire dm, on aura, l’intégrale étant étendue à tous li’s 
points P', 

(il) \ = l(^ J dm -h- y'p, r' dm 4 - i Jv. dm ^ , 
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et Pa sont les polynômes de Legendre d^ordre i et 2 . a 
niière intégrale donne la masse totale M. On a ensuite 


( 12 ) 


(i3) 


Pl rj= COS Y = 


XX -V- y}' 


Pi dm =z ^ J'x' dm ~ “ J' 


car les intégrales sont milles en prenant l’origine au centre de 
gravité. 

(i 4 ) P2= -jfeos-Ô— ^cos* 0 '—-h 3 sin 0 cosO sinO'cosO'cos ( — '\i) 

3 

-4- - sin‘^ 0 sin- 0 ' cos ( 'V — ). 


Or en intégrant par rapport à de o à 271 les termes é dis¬ 
paraissent. 11 reste le premier ternie de Py/*'- qui s’écrira 



L’intégrale portant sur la parenthèse en .r', r', z’ donne les 
moments d’inertie ^ — G, ou A—-G, dans le cas d’un solide 

de révolution. On a finaleirnuii, en se bornant aux premiers termes 
dn premier ordre 

( i5) = y fi'I ^ ^ •“ ^ )J • 


Jin ajoutant le potentiel relatif à la force centrifuge, ou aura pour 
le potentiel total 


(iG) 



O - A 
2 M r'^ 


(■ f — 3 ens- 0 ) ■ 


9,fM 


sin - 0 


]■ 


La pe-saulciur ('sl la dérivée normale de U, ou dérivée par rapport 
à r en première approximation. 


<17 î 


dv __ .M r 

dr 




s-’--]' 


Or le poteuticl U est constant ilia surface, soit L'o sa valeur, la 
aleur du rayon vecteur d’un pc^l de la surface pourra s'écrire 
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d’après (i 6 ) 

/‘Air C-A. . _ 

En représentant par a la valeur d’im rayon quelconque, clans les 
ternies très petits en G — A et en et négligeant les termes du 
second ordre, on pourra écrire le crochet sous forme d’un produit 
do deux facteurs 


(19) 


/M 

Uo 


— A. 
2 AI 


oy^a‘^\ r /3 r, — A 

â/M/ L''~ U Ma*- 



C’est rexpression du rayon vecteur d’un ellipsoïde, dont le 
rayon équatorial a est l’ensemble des premiers termes et dont 
l’aplatissement e est le coefficient de cos-^ 


( 19 ') 


r = a{i — e cos-0). 


O étant le rapport de la force centrifuge à la pesanteur, on aura 
ensuite, en identifiant ( 19 ) et ( 19 ') 


( 19 ^) 


(0- a'* 



3 — A 

2 AI<7- 



En portant ces valeurs dans l’expression ( 17 ), on obtient 

#■ = / ^ [(i + « - ” ?) - (3e - cos» oj. 

Enfin en remplaçant par sa valeur ( 19 ^), et développant, on 
retrouv'era les formules finales du numéro précédent. 

Remarque. — On a vu qu’en première approximation on a rem¬ 
placé X- = 26 -f~ 3(3- par 2 e, ce qui revenait à prendre i : e au lieu 
de 

2 J e 2 



On coiuinettait donc une erreur de l’ordre de i,5 sur l’inverse de 
l aplatissement. Gela n’avait aucune importance, il y a 00 ans, où 
Paye montrait que les neuf déterminations principales faites alors 
laissaient subsister une erreur possible de 6 unités sur l’inverse de 
l’aplatissement. L’erreur actuelle est seulement de l’ordre des unités 
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et la précision correspondante des formules exige que l’on lionne 
compte de la seconde approxiinaüon, on des termes en dans le 
développement des formules. 

160. Variations de la pesanteur en profondeur. Formule de 
Saigey. — La \arialion de la pesanteur en profondeur s’étudie 
plus simplement que la varialion le long d’un méridien. On peut 
négliger l’aplatissement et écrire 

Los formules (d'), n" 119, pcuMueileiit d’éeriia^ 

La pesanteur augmentera au-dessous do la surface si la densité 
superficielle p est plus petite que les deux tiers de la densité 
moycmucD, cavstle théorème do Saigey (‘). La pesanteur augmente 
jusqu’à la couche où la densité sera égale aux deux tiers de la 
densité moycime des (a)uches intérieures à celle-ci. LAle passera 
alors par un maximum pour décroître ensuite. 

Airy a conslalé qu’au fond d’un puits d(‘ iniu(‘ de A 84 "‘ dcï pro¬ 
fondeur un j>enJule batlaiil la secoud(‘ faisait doux oscillations de 
plus par •>./{ heures, ce qui indic|ue uu(‘ dimsiié supindicielle plus 
faible que les deux tiei's. 

Lu iutroduisanl dans la loi (h*s deusilés de Hoche les coeffi- 
ci(‘uls déterminés dans le chapitr(‘ suivant, u" 172, c’osl-à-dirc^ 
C(‘ux qui donnent le même aplatissement tliéoriquo 1 / 297,18 avtîc 
l(‘s trois formiihvs ( 17 ), ( 18 ) et ( 19 ) de Clairaut, n“ 124, on obtient 
la formule^ 

r>‘y) P = i(),ti — H, 18 /’- c PI = •>, 23 ). 

Ell(‘ doiiiK', à la distance r du centre la valeur étant à la sur¬ 
face, fexpiavssion 

i ) A'- = I 5 8 () £,>-1 ( \ — 0, 472 /•-)r . 


(') Peli/c f)hysif[ue dn t. “iî, p. 18.). Voir 1'issehani>, \/cr. rt'd,, l. 



*2lC FIGURES d'équilibre D'UNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

D’après cette formule la pesanteur ù l’intérieur de la Terre passe¬ 
rait par un maximum égal à i, o4 à une profondeur égale à o. 16 du 
rayon. On retrouve la valeur de la pesanteur à la surface pour 
r = 0, 67, c’est-à-dire à un tiers du rayon en pi'ofondeur.- Ainsi la 
pesanteur resterait sensiblement constante, à 4/too‘^près, pour plus 
du tiers du rayon, c’est-à dire pour les 7/10^ de la masse ( ' ). 

L’expérience d’Alry donnait ~ 2,10 pour la densité superfi¬ 
cielle, avec D| = 5 , 5 i. Ces expériences reprises en 1886, en Saxo 
et en Bohême, par de Sterneck dans un puits de 534 "^ de profon¬ 
deur ont donné un accroissement de la pesanteur de 0,0000793, ce 
qui correspond à une densité superficielle de 1,94 seulement, en 
prenant 5 , 5 i pour la densité moyenne (-) Ces valeurs cadrent 
à 0,2 près avec celle de la formule (28) ci-dessus. Cependant elles 
paraissent un peu faibles par rapport à la densité moyenne 2,5 des 
roches superficielles. On peut rattacher à cette formule celle de 
Bruns étudiée au n^* 34 . 


161 . Variation de la pesanteur avec ^altitude. Formules de 
Bouguer. Critique de Faye. — La foriiiiile (10) de Clairaut donne 
la variation de la pesanteur on latitude, mais en supposant qu’on 
reste sur la même surface de niveau, c’est-à-dire la surface des 
mers prolongée. Or les observations de la pesanteur au moyen 
du pendule, se font sur des continents, à des altitudes variables. 
Il faut en déduire la valeur do g corrigée, c’est-à-dire la valeur 
qii elle aurait si l’expérience était faite sur la surface do niveau 
elle-niênio. 

Soit g la pesanteur sur la surlace de niveau de ra>oii /*, la 
valeur g’ de la pesanteur à la hauteur h ( altitude) sera 



11 faut ajouter à l’attraction de la masse continentale de liau- 
leur A et de densité p située au-dessus de la surface do niveau. On 


( ^ ) Alex, \ichonnet. Cojnples rendus de L^Ae. Sc. ( Valeurs de l'apl(ttisscDicnf 
de La Terre obtenues par le calcul et par les mesures^ t. 171, p. 547 ). 

(^) Voir le compte rendu de ces expériences dans But. asf., t. 4 , p. 12,)'j, (U 
Helmert, Geodàsle, t. 7 , p. 'îpo. 
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démontre qu’en négligeant les irrégularités locales o 
dérer celte attraction comme celle d’un disque d’épv^ 
rayon indéfini. Cette attraction se réduit à 

’--il- T (- - 


La pesanteur g' en /i s’écrit alors 






Les observations do-nnent on en déduit la valeur corrigée 
par cette formule, duc à Bouguer. 

L’isostasie conduit à supprimer le dernier imunc, et à ne con¬ 
server que la correction d’altitude, ou le terme de Paye, for¬ 
mule (20), du nom de l’astronome qui a proposé cette correction, 
La valeur de ce terme est o,ooo. 3 o 86 A, c’est-à-dire qn’il faut une 
dilférencc de 3*^,3 pour produire sur^ une différence de 0,001 de 
contirnètre, qui est à la limite de sensibilité des mesures actuelles. 

On peut remarquer que la densité des masses continentales est 
tou jours voisine de 2, 8 environ moitié do la densité moyenne 5 , 5 ^. 
Ou peut dés lors simplifun' la formule (27) qui dcn ieiit 



formule due également à Bouguer. Elles sont attribuées parfois 
toutes deux à Young, 

Or il se trouve que les valeurs de g cadrent mieux avec la formule 
< 1 (; Clairaul, si l’on utilise la formule (20) au lieu de la formule (27), 
<î’est-à-dire si l’on néglige dg ou l’attraction dcr'plateau continental. 
On en a doüc déduit que la somme des masses attractives est à peu 
{)rès la même le long d’une verticale, que cette verticale soit prise 
sur un continent, au niveau de la mer, ou en plein océan sur une 
ile. 11 y a une cotnpenscitioTi des masses sous les mers et les conü- 
iKuits (Paye), Il s’ost établi une égalité de pression des couches 
supcrlicuellcs irrégulières sur les couches sous-jacentes, isostcisic 
de Lratt. CVcsi pour cela qu’Helmerl a eu l’idée de condenser 
toute la surface sur une couche de niveau située à environ loo*^”' 
au-dessous. 11 a ol)tcnii ainsi des résultats encore pins concordants. 
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Les données modernes sur les marées do récorce nous montrenl 
d’ailleurs que les morceaux de la mosaïque, qui la constituent, 
ont assez de jeu pour qu’ils aient pu prendre l’équilibre hydrosU- 
tique correspondant aux forcesde rattraction et do 
la force centrifuge. 


162 . Formule de la pesanteur en seconde approximation. — On 
a la même formule (i) qu’en première approximation. 11 faut 
développer par contre la formule (2) jusqu’aux ternies on e- ou X'*, 
ce qui donne pour au lieu de ( 3 ) 

R^c-(ï — X-sin- Ô -h — X-^sin' 6), 

On extraira la racine cai^ée pour avoir comme dans ( 3 ). 
L’expression R sera donnée par la même formule (4), où l’on 
prendra tous les termes jusqu’à X'‘. La valeur de sera prise de 
même d’après l’équation (27), Chapitre VIIL n° 97, mais on déve¬ 
loppant jusqu’aux termes en X ' 

( 3o) i- ~ X- — ^X-J — — — À J — — X- H- y- X2 sin-6^ sin-f) j .... 


En portant celte expression, ainsi que l\ dans l’équalion ( 4), 
on a 


(3t) H— J* çid ~ (n- X-) — ^X^ siu-0 ^ ^ X" ^sia- 0 — 

* î ^ ^ 1 -t- y:|' sii.s 0 

+■ g yj ■+- '.) sin'ol. 


Le terme eu pde-(i -hX-) donne D et M, comme en [ireniière 
approximation. Les termes en p ( i-f-X^ jX^ sont donnés par la 
formule (28), 11" 149 . Les termes en X' seraient donnés par la for¬ 
mule ( 5 ), n’ 146 , en fonction de A, et par conséquent de la défor¬ 
mation de 1 ellipsoïde et de y. Mais ces termes sont très pelÎLs, 
comnm on le verra plus loin et on peut les négliger. On rempla¬ 
cera X- par 2e + 3 e- et finalement on aura 




J 20 cp‘^ 


sin-G -h siu-0 
26 9 J 


■ \Ue~ sin^ 




-1 5 

e 


(32) 
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yM/ ,8 3 \ 

= -?e- 

r^l 6 3 A , ,, 

f :; ?■ j> «- = c-fi -I- 2e + 3e-). 

On aura ensuite pour la pesanteur à l’équateur 


{33) 

<33'} 




^ ‘27 

iH-e-CD-^cpe-i- 

9, I /v 






;p e. 


Le dernier Lcrme de ( 33 ^) est le tenue d(‘ correction, liiLrudiiii 
par la seconde approximation, dans la variation de la pesanteur, 
donnée par ( 3 . Les termes de correction de ( 33 ) s^annuIent sensi¬ 
blement, de sorte que la valeur de la pesanteur à Féqualeur reste 
la même qu^en première approximation. 

Ce sont bien les mêmes formules, ( 38 ) et (Sp), n‘^6, que donne 
O. H. Darvin dans son travail cité ci-dessus au n“ 157 , sauf qu^I 
ajoute les termes très ])elits provenant de la déformation de Fellip- 
soïde, termes qui ne j)euvent se calculer qu’en faisant choix d’iiiu^ 
loi des densités. 11 a véi’lfîé lul-mênie que ses formules sont les 
mêmes que celles d’Helmcrl, qu’a étendu à la seconde approxima- 
i.lon le calcul direct du ii*’ 159 . [^(‘s formules et ( 33 ) sont 
ainsi établies par trois méthodes dinerenles. 

On exprime ordinairement la valeur de^>’ au moyen delà lalitude 
géographique l au lieu de Q, Ces deux quantités sont reliées par 
ir(‘xpression suivante, tirée de Féquallon de rdlipsc. 

tan£>7 = ~ — =( r-h X^jcotO, siir-0 = (i 9 sln'^ ^)('os-/. 

. 7 * a ' 


l;(Wjuali()n ( 3 e/) s’éeril alors, la valeur de |3 étant le coefficient 
(le siu-/, 

( 34 ) , 4 ,' A' e 1 ” '' ” ^4 ^ 9 ^ ^ ! ‘ 

163 . Résultats des observations et formules de g ('). — La 


(q L(‘s données de ce numéro et de ItiG sont empruiiLées au remarquable 
travail du ^^ém'rai Terrier publié dans VAnnufdre du Bureau des lon^i- 
Judes, iiT>r). 
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valeui' de adoptée, en 1909, par VAssociation gèodésique 
internationale^ comme répondant le mieux à rensemble des 
observations du pendule, est donnée par la formule de Potsdam 

( 35 ) = 978,030(1 -H o,oo53o 2 sin-Z — 0,000007 sin®2 Z). 

C’est la formule donnée par Helmert en 1901. On a seulement 
modifié légèrement la pesanteur à l’équateur, qii’Helmert avait 
fixée d’abord à 978,046 cm/sec^. 

Cette formule donne 980,682 comme valeur de ^ à la latitude 
de 45^* Le g moyen a été défini par la Conférence internationale 
des poids et paesures comme égal à 980,665. 

Helmert (1901) déduisait de sa formule que l’inverse de l’aplatis¬ 
sement donné par la pesanteur devait être égale à 298, 3 . En i 884 t 
il avait trouvé 299,26. En 1910, il donnera 296,7, nombre qui 
tombe parfaitement dans les limites déterminées au chapitre 
précédent, h'Union gèodésique et géophysique internationale a 
adopté, en 1924, le nombre 297,0 pour l’ellipsoïde de référence à 
employer, avec la valeur a “ 6.878. 388 '’^ dz 35 pour la valeur du 
rayon équatorial de la Terre. 

En 1910, Hayford donnait pour la réduction des observations 
américaines trois nombres qui lui paraissaient également pro¬ 
bables, et qui différaient seulement par la profondeur delà couche 
de compensation admise dans les calculs : 296,8 pour 
297,0 pour 121^^*” et 297,1 pour ii 4 ^"^- H adoptait 297,0. Sou 
successeur, Bowie, en 1912, aboutissait à 298,4 K 5 et à 297,4 
en 1917. 

En 1924, Heiskanen en Finlande détermine l’aplatissement par 
une méthode légèrement différente et aboutit à six formules, qui 
lui donnent des aplatissements compris entre 298,8 et 299,8. 

164 . Calcul de l’aplatissement donné par les mesures de la 
pesanteur. — On peut calcider directement les termes du second 
ordre en e- et cpe dans la formule ( 34 ). Dans cette formule, on n’a 
pas tenu compte de la déformation de l’ellipsoïde définie par y, 
147 (8). Pour en tenir compte, comme l’a fait Darwin, il faut 

ajouter, dans le coefficient de sin-Z, un terme égal à — ” / où 
ou 0,000.002. Ce terme est donc égal à -+■ o,000.000. 
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eL négligeable, car les formules, comme ( 35 ), ne donnent que la 
sixième décimale, qui reste même très douteuse. 

Pour le coefficient de sin^/cos'^/, on aurait 


-• 9 ^ — 6 -+- 6) 10-*'*^ = *29 x io“«j 

c’est ce nombre, divisé par 4, qui donne le coefficient de sin-2Z 
dans ( 35 ), et qui est conservé dans toutes les formules analogues 
de car il est donné par la théorie, et non par les observations, 
qui ne sont pas assez exactes pour en donner une bonne valeur. 
En négligeant le terme en/, on aurait 6 x 10“*^ pour le coefficient 
de sin-^2/ ou lieu de 7, et la formule représenterait aussi bien les 
observations. On pouvait donc coininc on l’a fait au n“ 162 et dans 
la formule ( 34 ) négliger la déformation de l’ellipsoïde. M. Wavre 
u’a pas donné de ce terme en sin^a/ l’expression si simple en e 
et 9 [ni pour ( 5 ( 33 ') non plus], mais seulement deux limites assez 
éloignées 20 et 4o x 10"*^. 

l-e coefficient de ( 33 ) ou ge^ pesanteur à l’équateur, permet 
(l’abord d(‘ cahuiler cp par la formule 


( ; 


^ ^ 365,24 _ . .. , 

9 (o-a’ 0 ) 2 :: 360,24 * 7^ : i- 


l.a viUî.s.se de rotation est définie par le. jour sidéral^ la rota¬ 
tion vraie de la Terre. Il faut donc multiplier par le rapport des 
s(‘coiuI(i.s, ou des années, sidérale et solaire. 

Alor.s, dans le système de VUnion^ avec 978,080 et 

a ~ 6.878. 388 "‘ on obtient i : 9™ 288,36. La valeur enclciinc- 
numt adoptée était 288,88, n'^lST. Le coefficient de sin^ ^dans ( 35 ) 
(lonm^ (iiisuile la valeur de raplatissement déduite des mesures du 
[)cudule. On trouve 1 : c — 296,91 en première approximation, et 
(ui .seconde 298,16. La valeur admise par VUnion^ d’après les 
m(‘.sur'ccs géodésiques est au contraire 297,0. 

liîi valeur (l(‘ première approximation est seulement corrigée par 

le terme ^ 9c - i 4 X 10“*^, ou 1,26e- du coefficient de sin‘*^Z 

II 

dans (24 ). Ce coefficient donnait donc e(i 4 - 1,26e) au lieu de e, 
(‘Il pr(*iiiièr(‘ approxiiualion, c’est-à-dire ^(i — 1,26e), au lieu 
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de -• Uinverse de l’aplatissement est donc bien augmenté de i ,26 
en seconde approx-imation. 

Il est très important de voir comment varient cos valeurs de 9 
et de e avec les données a et [ 3 . 

La formule ( 36 ) donne, pour la variation de cp, 


( 37 ) 




-4^ Sa =0,32-^" 
crn 


- 0.0.1 


km 


Ainsi I : 9 varie de o,o 5 , c’est-à-dire de 288,86 à 288,4 i, quand 
on passe du rayon de VUnion à celui de Bessel 6.377.897’”, déjà 
très ancien, qui en diffère de La première valeur do 9 esi sans 
doute exacte à 0,02 près. 

La valeur de i : 9 ne varierait que de 0,82 pour une erreur 
de L”’ sur Si Fon prend la valeur maximum d(‘ donnée par 
Heiskanen de Finlande, 978,052, celle de i : 9 ne vuriiu'ait que 
de 0,007, qiiîïiitité négligeable. Sa valeur rosie exacU‘ à la mém(‘ 
approximation que ci-dessus. 

Le coefficient (3 de sin^/, qui détermine e permet de d(*iermimu* 
également ses variations. On a 


< 38 ) 









Les variations du terme du second ordre sont négligeables. On 
pourra écrire avec les variations des inverses de e tn 9 

(Sq) 0 - — - ^ “ = 2,67 Si — 0,09 X 10® 83 . 

^ € 2 <5- «P e* ? 

Nous avons vu que l’erreur sur i ; 9 pourait être tout au plus 
de 0,02, ce qui peut entraîner une erreur maximum d(^ 0,058 
sur I ; e et par conséquent négligeable. La valeur de Vaplatisse¬ 
ment e n^est donc pas influencée par les erreurs possibles sur o. 
dest-à~dire sur ge ou sur a. 

Ln formule de Bowie (1927) avec (3 = 0,005.294 donne 297, 4 ^>* 
L’écart avec la valeur de VUnion 298,16 est de 0,76 [)oiii’ 
- 8(3 = 8 X 10”^, ce qui donnerait 0,72 d’écart, d’après (88). I.a 
formule d’Hayford (1912) avec (3 = o,oo 5 . 3 o 4 17 domieraii 

1:6—298,40 avec une erreur possible de ï ,5 correspondaui à 
celle de (3 de ri= 17 X to"‘’L 
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Pour abaisser à 297,0 valeur de VUmon, celle qui est doonôe 
par la formule de Potsdam ( 35 ) il faudrait abaisser le coefficient 
de sinH de i 3 imités du 6 " ordre et prendre (3 = 0,005.289. La 
valeur de Helskanen (1924) (3 = 5285 x 10-^ ±6 donnerait 
I . e = 296,64 i 0,54. C^est celle qui cadre le mieux avec les 
limites de Paplatissement moyen^ données par 9 et J, la pesanteur 
et la précession, n'* 152 . La même année, de Sitter donnait la 
valeur 2()(),92 pour l’inverse de l’aplatissement déduit des valeurs 
corrigé(>s de la précession. 

Il faut remarquer ici que l’aplatissement donné par la préces¬ 
sion, action de la Lune sur le renflement équatorial de la Terre, 
est un aplatissement moyen. I.es déterminations parla géodésie 
ou le pendule donnent Y aplatissement local sur un méridien, ou 
tout au plus sur une aire correspondant à un continent. Il y a 
avantage, nu point de vue de la précision scientifique à calculer et 
cousiTver séparément ces valeurs locales, qui peuvent déterminer 
l(îs divergences réelles des bosses locales du géoïde. 


U)5, Calcul de la masse et de la densité moyenne de la Terre. 
- La formule ( 33 ) du n" 162 permet de calculer la masse de la 
Terre M, eu tenant compte de son aplatissement. On on déduit 
(‘usiiile la densité moyenne. 

Dans celle formule les valeurs du second ordre donnent 
— 23 )x et se détruisent sensiblement. I^a valeur de M 
ohleuuo s<Tn donc la même f[ue celle qu’on aurait en première 
approximaliou, formule (9^), u” 158 , 

( |o) M - — -= '^979 X 

ou a pris pour g,, et a les valeurs adoptées par l’i/zi/o/i, n*' 164 ^ 
(Ml traduisant a eu centimélros, système G. G. S. prenant pour la 
conslanle de Taltraction, /=(),667 X 10'^ La parenthèse est 
égale à 1,00183. Si i’oii considérait la Terre comme sphérique, sa 
masse, (îahmh'ie d’après la pesanteur, serait diminuée dans le rap¬ 
port de 0,002 environ et égale à 5 , 968 x 10-^ gr. On peut prendre 
t) < gr. (Ml nombre rond. 
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La densité moyenne D sera donnée ensuite par la formule 

< 4 i) M = “ = I T:a^D( I — <?), D = 5,619. 

On peut prendre en nombre rond 5,52. En considérant la Terre 
comme sphérique on aurait 5,49- 

Les données des deux formules sont connues avec 4 et 5 chiffres, 
la constante cleCavendish étant la moins précise. On peut compter 
à peu près sur les 4 chiffres du résultat, le quatrième étant 
douteux. 

Remarques. — M. Dive, dans sa thèse, n° 100, formule (ï3o), 
découvre la formule (9^), de par un long détour, après avoir 
appliqué l’intégration à la loi des densités de Roche. Il montre 
même, ce qui est nouveau, comment, au moyen des valeurs de 
de la densité moyenne et d’un x'ayon terrestre, on peut en déduire 
une valeur de la constante de la gravitation /, aussi précise 
que celle qui est donnée par les mesures physiques. Ceci étonnera 
fort les physiciens, qui pensent, sans doute avec quelque raison, 
que cette constante purement physique / ne peut être déterminée 
que par des expériences physiques, et non par des formules pure¬ 
ment mathématiques. J’al bien peur en effet que M. Dive n’ait 
introduitlui-même cette valeur de/ dans sa formule, par mégarde, 
avec la valeur de la densité moyenne, qui a été déterminée comme 
il est dit dans la remarque ci-dessus. Cette démonstration du 
n” 100 termine une thèse, dont la première démonstration, au 
n^l, peut faire l’objet d’une remarque analogue, indiquée au n®4o 
de cet Ouvrage, avec d’autres remarques aux n”" 78 et 91 pour le 
reste du travail. 

166. Isostasie et réduction des observations du pendule. - - Les 
deux formules de Glairaut, qui déterminent l’aplatissement de la 
Terre d’après l’attraction ou 9, n'’ 124, (18) ou d’après la pesan¬ 
teur, ou g, 158, (10), sont établies dans l’hypothèse d’une 
masse fluide, dont la surface est une surface de niveau, c’est-à-dire 
une surface d’égale densité. Or la surface de la Terre n’est pas 
fluide, sauf les mers, et de plus sa densité est très variable, depuis 
celle de l’eau, jusqu’à celle des roches les plus lourdes, voisine 
de 3. Il est donc nécessaire d’adapter les formules à la réalité. 
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De plus les mesures géodésiques, ouïes observations du pendule 
ne sont pas faites sur la surface de niveau elle-même, le géoïde, 
mais sur la surface réelle, qui se trouve à une altitude plus ou moins 
élevée au-dessus de celle-ci. Nous avons vu au n" 161 comment 
les formules de Bouguer corrigeaient la pesanteur de l’altitude et 
de l’attraction des masses situées au-dessus du géoïde, pour la 
ramener au niveau de la mer. 

Celte correction de Bouguer devrait être nécessaire et suffisante 
si les surfaces d’égale densité, au-dessous de la surface du géoïde, 
étalent aussi des surfaces d’égale densité. Il faudrait pour cela que 
la densité des roches fut partout égale à une même profondeur. Or 
cela n’est pas, puisqu’il y des océans très profonds et des roches 
de différentes densités, inégalement réparties. Il doit s’en suivre 
nécessairement que la pesanteur observée no suivra pas les for¬ 
mules de Clairaut ni en direction ni en grandeur. Il faudra 
espliquer ces déviations par des hypothèses sur la répartition des 
roches de l’écorce terrestre, et la vérification de ces hypothèses 
nous renseignera sur celle réparlilion. 

Déjà Bouguer (1749) avait calculé la corroclion Introdulle dans 
ses observations par la masse du Chirnborazo, 6000'“ d’altiludo, 
dans les Andes équatoriales. 11 avait trouvé que la valeur calculée 
ainsi était trop forte et il en avait déjà conclu qu’il devait y avoir, 
au-dessous de la surface du géoïde un defaul de triasse^ qui 
compensait l’excès de masse situé au-dessus. Bouguer introduisait 
ainsi la correction topof^raphique^ due aux masses voisines, et 
qui n’était pas comprise dans les deux termes de sa formule, et en 
même temps la notion de compensation ou d’isostasie. 

Airy (i 855 ) est le premier qui essaie une explication théorique 
d(î ce [ihénomène. Il regarde les morceaux de 1 écorce terrestre, 
comme llottant sur un magma fluide plus dense. En particulier les 
continents seraient formés de roches plus légères s’élevant davan¬ 
tage au-dessus du niveau moyen et s’enlouçant plus profondément 
au-dessous. Idée un peu simpliste reprise par Wegener dans sa 
théorie de la dérive des continents. 

La même année, Pratt montrait que, dans le massif de l’Himalaya, 
l’action des montagnes devait introduire des déviations considé¬ 
rables, alors qu’à l’observation elles étaient presque nullcs. i" au 
lieu de 58 " et 77". H développait alors sa théorie de la compensa- 
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tiorij d’après laquelle la pression de l’écorce devait être partout la 
même sur la surface niveau fluide sous-jacente, le poids total de cette 
écorce devait être également partout le même, sous les océans 
comme sous les continents. L’épaisseur plus grande sous ces der¬ 
niers devait être compensée par une densité moyenne plus faible. 
Gomme la densité superficielle était la même en plaine qu’en mon¬ 
tagne, il fallait même qu’il y eut sous les montagnes des roches de 
densité plus faible qu’à la surface même. 

Paye (1880) montra que les observations sont mieux repré¬ 
sentées, en ne retenant, dans la formule de Bouguer, que la correc¬ 
tion de l’altitude, terme de Faye^ et en négligeant l’autre terme, 
ou l’attraction de la masse située entre la station d’observation et 
le niveau de la mer. C’était en somme admettre la compensaiiou 
de masse en dessous. 

Helmert (1884) précisait l’application de ces idées en les géné¬ 
ralisant. Il étendait les corrections de Bouguer non plus jusqu’au 
niveau de la mer, qui no pouvait pas être une surface de niveau 
d’égale densité, mais jusqu’à la surface de niveau hydrostatique 
au-dessous de l’écorce. Il ramenait ou condensait les observa¬ 
tions à ce niveau, d’où le nom de méthode de condensation. 

C’est Hayford enfin (1909), qui appliqua complètement au 
continent nord américain la méthode de Pratt, en étendant le 
calcul des corrections jusqu’à plus de 4ooo^"^ du lieu de chaque^ 
observation, jusqu’à plus de loo*^"^ de profondeur au-dessous du 
niveau de la mer; ce qui était nécessaire pour tenir compte du 
chiffre des millièmes dans les observations. 

Il partage, sur une carte, le sol environnant la station en 
38 couronnes circulaires, elles-mêmes partagées en 16 secteurs, 
d’où au total 608 compartiments. Une formule de Clarke, analogue 
à celle de Bouguer, donne la correction d do la verticale due à un 
compartiment donné 

) // = 1 2 " 44 ^ ATsin a — sina') lo^ —, = o,o()t //, 

OÙ d est la densité de l’écorce, D la densité moyenne de la Terre, 
h la hauteur moyenne du compartiment au-dessus du niveau de la 
mer, r, r' les rayons des couronnes et a. od les azimuts, qui 
limitent le compartiment. Le compartimentage est fait de façon 
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que le coefficient de h soit constant et égal à o,oo i , quand /t ^èst 
eipritné en milles. La densité de Lécorce est prise constante. ' ’ 

La. correction a été faite d’abord pour les masses situées jan- 
dessus du niveau de la mer, correction topographique. On' a 
constaté que les déviations et écarts restaient considérables, et 
plus grands qu’en supprimant cette correction et en ne conservant 
que le terme de Faye. 

Hayford a repris les calculs en les étendant à toute la masse d^ 
de l’écorce, au voisinage de la station d’observation, jusqu’à la 
mê^e distance 4ooo^"’, en appliquant la théorie de la compensa¬ 
tion. Pour cela il suppose que la densité des roches continentales, 
au-dessus du niveau de la mer, estla même que la densité moyenne 
de l’écorce, mais sous les continents elle serait diminuée d’une 
quantité variable ô.|. En appelant — la profondeur de la coutche 
de concentration, on aura — ôA, et la correction donnée 

par la couche sous-jacente sera la même que la correction topogra¬ 
phique d changée de signe. Il y a seulement une légère modifica¬ 
tion du terme logp» où s’introduit la profondeur A^, sans quoi la 

correction topographique serait purement et simplement supprimée 
j)ar la compensation. Les écarts entre les observations t^t les for¬ 
mules théoriques sont ainsi ramenés au dixiéme de leur valeur, 
ce qui jnsti(u‘ remarquablement l’hypothèse^ faite. 

La profondeur dc‘ la surface do condensation, qui donne les 
moindres écarts oscille entre 80 et ce qui paraît un peu 

considérable. Heiskniieii (i 9 '^ 4 )) gii employant une méthode qui 
rappelle davantage l’hypothèse d'Airy, trouve des nombres plus 
bas, descendant à 5 o et même 35 *'"', qui |)araiss(mt beaucoup plus 
[)lausibles. 

167. Température et pression. Conditions physiques au-dessous 
de Técorce. Propriétés réunies des liquides et des solides. — La 

tempéra turc du sol en effet croît de L’ par 33 *” en moyenne. On 
trouverait déjà 900*’, température de fusion des roches à So*^*” de 
profondeur et, par conséquent, une surface de niveau fluide en 
équilibre hydrostatique. Tl est vrai que le degré géothermique doit 
diminuer av(‘c la profondeur, autrement la température serait 
voisine de -looooo*’ au centn». Henri Poincaré monlre, dans les 
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Leçons sur les hypothèses cosmogoniques^ n” 155 , que la Terre 
étant primitivement à une température T^, il y a un temps le 
degré géothermique doit avoir, à une profondeur æ, une valeur 
donnée par la formule 



est la valeur du degré géothermique à la surface, qui dépend 

de T4 de i et de â: défini par la conductibilité du sol. La tempéra¬ 
ture est donnée par Pintégrale de Pexponentielle de Gauss, qi|l se 
retrouve dans les probabilités et dont on a dressé des tables. 
A 80*^*“ de profondeur on retrouverait déjà la température cen¬ 
trale Tl à 0,001 près. Le refroidissement serait donc tout à fait 
superficiel. On retrouverait la température de 900^’ à de pro¬ 
fondeur en admettant 1200"^, comme température initiale et cen¬ 
trale, et à 3 o^*“, en admettant 3 ooo*^ On peut considérer ces deux 
températures, comme des limites, qui indiqueraient une fusion 
probable entre 3 o et 40^*". 

De plus les roches de Técorce subissent la pression de toute la 
masse qui est au-dessus et cette pression augmente de 2*^^, 5 tous 
les lo”’, en admettant une densité de 2,5 et de 2600*^^ par centimètre 
carré à une profondeur de 10*^"^. Toutes les roches sont éci'asées et 
réduites àFétat de sable, ou de poussière sans cohésion, sous de 
telles pressions. Par conséquent, même s’il n’y avait pas élévation 
de température ni fusion des roches de l’écorce, on trouverait à 
partir de 3 o ou 4 o^"^ un état physique sans cohésion, où s’établi¬ 
rait un véritable équilibre hydrostatique, où la pression serait la 
même sur toute surface de niveau, autrement les pressions latérales 
produiraient des glissements qui rétabliraient l’équilibre. 

On sait que les très fortes pressions produisent le même effet 
sur les métaux les plus durs, qui « fluent » comme des matières 
visqueuses, et prennent les propriétés des liquides. Inversement, 
sous les mêmes pressions, les liquides acquièrent une véritable 
rigidité mécanique, les molécules étant serrées les unes contre les 
autres par des forces plus grandes que la cohésion solide. 

Il est donc vain de se demander ou de prétendi’e que l’intérieur 
de la Terre est solide ou liquide. Elle peut posséder des propriétés 
contradictoires, ou qui nous paraissent telles, la fluidité de l’eau et 
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la rigidité de Facier, obéir comme un liquide aux variations lentes 
des marées, transmettre comme un solide les vibrations rapides 
des séismes, sous forme de vibrations transversales aussi bien que 
longitudinales, produire une réflexion de ces ondes à une certaine 
profondeur par simple accroissement de rigidité sans que la nature 
du milieu ait changé, etc. 

168. Lois de densités applicables à l’écorce. Action de soulève¬ 
ment des gaz internes. - - Quant à F écorce, on peut voir aussi 
qu’une épaisseur de 3 o à peut être suffisante pour établir 

Féqullibre isoslatique par la compensation des masses. 

Désignons par H la profondeur, où se trouve cette surface de 
compensation, par D la densité moyenne de l’écorce, h l’altitude 
moyenne d’un plateau ou d’un massif, D — ô sa densité moyenne 
au-dessus de la surface de compensation, l’égalité des poids au- 
dessus de cette surface donnera la relation entre h et ô, 

(44) HD=(H + /0(D-S), 

en négligeant le produit h à, assez petit. 

On peut considérer que le maTLimuni do h ne dépasse pas 4ooo“', 
car le poids des cimes [)lus élevées s(i répartit sur une base assez 
large pour ranumer la luoycuiie h dans ces limites. En fai¬ 
sant D = il suflira de diminuer la densité moyenne de la 

quantité d rr=o,d() et d(^ [)readrc D — 5 -- pour que la com¬ 
pensation ait lieu à une profondeur de II . II suffira de 

prendre une densité inlorinédialre entre ces doux valeurs 2,34 
et 2,70 pour obtenir toules les haulours d’équilibre de o à 
Pour Hon aurait D d^ 2,43 pour A rrr. 4000"^. On 
obtiendrait une formule et dos nombres analogues pour les couches 
sons-marines avec une densité D H- ô'. 

Nous aurons une représentation plus exacte do la compensation 
Isostaliquo, en partant de la densité D^ do cette surface de conden¬ 
sation située à la profondeur H, et en admettant que la densité p 
varie d’une façon continue avec la distance x à cette surface, 
suivant la loi, analogue à celle de Hoche, 

1 -- ^ I ’ P J =: l) 1 ( I — a 1, 
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a et /I sont deu:s paramètres variables, = H + h est la hauteur 
au-dessus de la surface de compensation, h Valtitude, la densité 
à la surface, où x ■=. X \. 

L’intégrale de p dx de o à Xx donne le poids par centiniètre carré, 
ou la pression en chaque point sur la surface de compensation. 
C’est une constante qui peut s’écrire en supprimant Dx facteur 
commun et en faisant n = i pour h ~ o, 

( 4é.t .x'i = ( H -H h') ^ = H ^ I — ao^ . 

Dans le cas plus simple n , la densité varie partout linéaire¬ 
ment. En désignant par po^ la densité superficielle pour A =r o et 
l'enlplaçant a et «o en fonction de p^ et po, on obtient 

( 4 ?) -4- pi ) = ( po—pi)H, pi ( H-H A) po H '—ItiA, 


relations qui définissent A en fonction de pi et réciproquement. 
Pour un plateau de 4ooo"* d’altitude sa densité superficielle 
devrait s’abaisser à 2,20 pour 2,36 pour H = 60^’“, 

2,43 pour 80*^"^, et 2,52 pour 100^’”. il faut admettre une profon¬ 
deur assez grande de la surface de compensation pour que la 
densité superficielle ne soit pas trop faible. 

Admettons au contraire, comme dans les calculs de Hayford, 
que la densité superficielle pi est partout la même; donc oc constant 
d’après ( 46 ), Ji sera variable. Prenons n = i pour A — o, c’est-à- 
dire au niveau du géoïde, la valeur maximum de A sera donnée 
par /Z :r=: o et la formule ^ 


( 4 «.) 



l->i •— pi 

P1 


H, 


pj = 


h 

H -4- vJi' 


En faisant Di = 3 ,o et p, = 2,3o, on aura H — 10 A et la surface 
de compensation serait à une profondeur de seulement pour 
un plateau de4ooo^‘^ d’altitude, considéré comme maximum. 

Pour la variation de la densité au-dessous d’une profondeur j) 
de la mer, on aura une relation constante, analogue à celle 
ci-dessus (46), qui donne le maximum de p pour n = 00, 

/ / Tl ( ^ \ V TW / I \ I Dl • 

( 49 ) ( H — P) I \ . 1 II / . \ 


__Î_U ^ = 

/? -f-1 / D i \ •.>. 


P = 


Pi 


H. 


On trouve un maximum de p ; 
mêmes densités que cl-dessus. 


0 


\\ Di — I 

pour H ~ 40*^”', avec les 
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On voit donc que l’on pourrait réaliser l’isostasie, avec une 
densité superficielle partout la même, densité qui irait toujours en 
croissant, suivant une loi très simple, jusqu’à ce que les couches 
d’égale densité coïncident avec les surfaces de niveau sur la 
surface de condensation. La densité en chaque point ne dépend 
que d’un seul paramètre. Les corrections introduites pour chaque 
compartiment géographique peuvent donc se calculer en fonction 
de ce seul paramètre, qui peut être raliitude moyenne h de ce 
compartiment. On pourrait se rendre compte alors si l’hypothèse 
d’une densité croissante à partir de la surface permet d’expliquer 
les écarts des oliservaûons géodésiques ou gravimélrlques avec 
la théorie. 

On a vu qu’Hayford au contraire avait fait ses calculs en admet¬ 
tant une diminution de densité^ au-dessous de la surface du 
géoïde, sous les continents et les massifs montagneux, les résultats 
vérifient complètement l’hypothèse faite. Comment expliquer le 
fait? Les bolides, qui sont probablement des morceaux de noyaux 
de comètes, contiennent des gaz occlus, dont la pression atteint 
La Terre et les planètes ont été formées des mêmes éléments. 
Ces gaz, dissous dans la matière fluide du noyau, sont remontés 
lentement à la surface, ont provoqué les immenses éruptions 
volcaniques de la période tertiaire, au temps où l’écorce était 
(Uicore p(ni épaisse, ont soulevé les montages en formant au-dessous 
une voûte de laves spongieuses, analogues à la pierre ponce et de 
plus faible densité c[iie les r^)ches superficielles. Ces gaz sous forte 
pression s’échappenl encore des volcans en pulvérisant à l’air 
libre, sous forme de (‘otidres ou de lapilli, les lav(‘s où ils étaient 
(unprisomiés. 

Quand, à l’origine, les molécules de tous les astres étaient dis¬ 
persées dans l’espace, qui était alors à la température du zéro 
absolu, puisqu’il n’y avait ni Soleil ni étoiles, elles se soudaient 
les unes aux autres à chacun de leurs chocs, comme se condense 
toute vapeur, métallique ou autre, au-dessous de son point d’ébul- 
Ulion. Elles so sont agglomérées ainsi en poussières solides, puis 
en inétéorites, mélanges de fer, de pierres et de gaz, qui se son! 
(U)ndensées ensuite en planètes et en étoiles, puis celles-ci en amas 
d’étoiles et en amas d’amas. 



CHAPITRE XIV. 

APPLICATION DE DIFFÉRENTES LOIS DE DENSITÉS AU PROBLÈME. 


169. Contenu du Chapitre. — Le théorème de Stokes, 116, 
nous apprend que le potentiel à la surface, et les quantités qui en 
dépendent, comme la pesanteur sont indépendantes de la 
distribution interne des densités. De même les ) mites de Taplatis- 
sement, n” 125,152, déduites de Téquation de Glairautetd’Alembert 
parla transformation de Radau, sont indépendantes des lois de 
densités. Elle ne peuvent donc pas nous renseigner sur celte 
distribution interne, mais si nous appliquons directement une loi 
de densités à la formule de Clairaut et à celle de d’Alembert, 
nous obtiendrons deux séries de valeurs pour l’aplatissement. La 
valeur commune devra tomber entre les limites théoriques et les 
vérifier. 

De plus, chaque valeur commune définira les paramètres de la 
loi des densités, qui conviennent seuls. On déterminera donc 
ainsi une valeur de la densité superficielle^ et une seule, pour 
chaque loi de densité. On pourra donc juger ainsi de celle qui 
conviendra le mieux. 

La densité des roches superficielles est voisine de 2,5, mais elle 
varie assez vite et, au-dessous de la couche de scories des roches 
sédimentaires, la densité des roches primitives est supérieure 
à 2,7. La formule de Roche donne 2,28, valeur un peu faible. 
Nous verrons les lois qui donnent des valeurs meilleures. 

170. Lois des densités de Lipschitz et de Roche. — Cette 
formule, qui exprime la loi des densités à l’intérieur d’une planète 
peut s’écrire 


(I) 


Po(i — 


Pi= Po(l— a), 
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OÙ po la densité centrale, pi la densité superficielle, a et ai deux 
paramètres. Le rayon vecteur r de la couche de densité p est 
mesuré en prenant le rayon total pour unité. La formule contient 
don(î trois paramètres. Elle est à la fois assez simple et assez souple 
pour permettre d’effectuer des calculs numéi'iques complets et de 
les appliquer successivement aux différentes hypothèses, en modi¬ 
fiant convenablement les paramètres. La loi de Roche en est un 
cas particulier en faisant n := 2 . 

La densité moyenne, à l’intérieur de la couche de rayon r 
(D| densité moyenne totale, r — i) sera donnée par 




D 




3 a 


Pour n = I la variation des densités est linéaire. Pourn > 1 , la 
courbe des densités tourne sa concavité vers le bas. La densité 
tend vers la limite po au centre. Cette limite tend vers D^, et 
Tcnsemble tend vers rhomogénélté, avec augmenta tion brusque de 
la densité vers la surface, quand n augmente indéfiniment. 

Pour 71 < I la courbe des densités tourne sa concavité vers le 
haut, avec une pointe au centre. L’accroissement do la densité, 
d’abord lent vers la surface se fait de plus en plus rapidement vers 
le centre. Il y a concentration d’autant plus prononcée que n est 
plus voisin de o. Mais celte (‘onccntralion tend vers une limite et 
n’est jamais totale, (i’iïst une des faiblesses de la formule, qui ne 
peut pas comprendre la généralité des cas. 

La plupart des calculs faits par les dillérents auteurs l’ont été 
avec cette formule. En mettant un exposant à la parenthèse, 
comme Ta fait M. Lévy, on obtient une formule plus générale, 
à 4 paramètres, qui permet de résoudre certains cas, qui avaient 
échappé à la loi de Lipschitz, 11 " 176. 

Eu introduisant la fonction Ç de Lipschitz et Tisserand, les 
différentes valeurs seront expidmées en fonction du rapport p^ : D| 
des deux densités 



on a encore 

pi ^ 

po “ .3 


( 4 ) 
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on exprime ainsi oc et po, les deux paramètres, en fonction de Ç et n. 
On peut exprimer de même Fintégrale importante pc^r^’, ren¬ 
contrée dans les diflerentes formules, 


(5) 


h 

t)a 



c 

n “H ; > 


En introduisant la fonction yj de Radau, dont la formule à la 
surface sera donnée par la loi des aplatissements, les formules de 
Clalraut et d’Alembért (i 8 ), ( 17 ) et ( 19 ), n'^MSS et 124, s’écriront 


( 6 ) 

(7) 




= J 


h 

Di 3- 


- I ■ 


3, Fl 
5 < Di ’ 


où les indices montrent que l’aplatissement est déterminé au 
moyen de 9 , de J ou de 9 et J. 


171. Application au calcul des formules fondamentales de 
Clairaut et de d’Alembert. — Avec la loi de densités ci-dessus, la 
loi des aplatissements, développée suivant les puissances de /i. 
peut s'écrire' 


(8) e = eo(i-H ei = é?o(i-h (y), 


en transportant cette valeur de e et celle de p dans la formule géné¬ 
rale de Clairaut ( 2 ) n° 119, comme il est indiqué au n‘’ 126, on 
obtient l’expression de la vitesse de rotation en fonction de r. 
Puisque cette expression est constante il faut annuler tous les 
coefficients des puissances de r. On peut également tirer e', 
de ( 8 ), porter ces valeurs daus l’équation différentielle de Clairaut, 
formule (i i), n® 121 , et annuler de même tous les coefficients des 
puissances de i\ On obtient là relation suivante entre deux coeffi¬ 
cients successifs de ( 8 ), ■ 


( 8 ') 



ï 71 -h 3 \ t 
? m -H 5 / 71 -h Ç ’ 


Posons 


71-4- Ç 





a-hh ^ ^ 




5 H— 77 

71 


9 


on voit alors que l’expression de e, obtenue comme loi des api a- 
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tissemenls intérieurs, est une série hypergéométrfque, qui s’écrit 
(9) e = «0 HfV/, h, c, a:) = , 

OU en déduit la valour de r] qui est donnée par une autre série 


(lO) 



r\{' 

tl 


Ilia- 


■ 1 , rî 




/?, r, .T) 


On peut donner de v) une formule plus rapidement convergente, 
rendant possible ces calculs numériques, avec les différentes lois 
de densités, de façon à obtenir mèin(‘ six (‘hiffres exacts pour 
l’inverse do raplatisscment (‘). 

En effet l’intégrale des formules de Clairaut, intégrée par parties, 
pour redonner les formules en rfp, donne 


( 11 ) 


( 1 !>, ,) 



«1 pi/n, 



n - 4 - ci Ç I - 4 - ( Al -H 5 ) [ 5 ' 

^«-t-5 3-C 1^11 ’ 


OÙ (\st nue s<»rie (pil pcuit s’écrlr(‘ sous form(‘ de*, séries hypergéor- 
métrique 

( I :J ) f -f- ( // ■*) ) fi' — 11 ( , ù, r - 4 - I, .r I. 


Cette valeui’ d(‘. l’intégrale [vermeûra, au moyen de l’équation 
générale de Clairaut, d’exprimer la valeur de r;, à la surface «sous 
la forme suivante, pour le calcul de c dans (6), 

■91 /I -4- 3 I H~(' A7. -h 5 }\i' 

* * * ^ ‘Ç ' ^ n -h 5 I H- (5 


Or eetle série est beaucoup plus rapidement convergente que 
celle donnée par (10). Par exemple le sixième terme fie l’une est 
0,01 170 et le sixième delà seconde est 0,00010. La convergence est 
même beaucoup plus rapide que colle d(‘ l’expression transformées 
par Tisserand, (Expression B, forinulo n'* 1 il. 


(') Viau)NNKT, Thrsc { Journdf (h* nutlh. pures et nppl.^ >9' 9 Clwij>. VU ). 
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172 . Bésultats ntimériques, aplatissement et densité superfi¬ 
cielle. — Nous donnons ici les trois séries d’aplatissements cal- 
culés au moyen de cette relation et des trois formules (6), (7), 
dans le cas de la loi des densités de Roche, pour = 2, en prenant 
pour la densité superficielle des valeurs entières comprises 


entre zéro et D^ 

1, densité 

moyenne 

7 




Pi--** 

0 . 

1 . 

2, 

3. 

4. 

5 . 

5 , 56 . 

I.. 

35o,19 

322,95 

3o2,83 

280,90 

260,23 

240,91 

23 o ,70 

ïiej... 

279,86 

289,01 

295,79 

800,57 

3o3,6i 

3o5,o9 

3o5,3i 

I • . 

818,73 

3o8,79 

299,44 

290 3 65 

282,36 

'->-74754 

270,34 


D’autres séries ont été calculées pour les valeurs de n allant 
de ^ à 7. On a = 0 pour n = 6,26, il est donc inutile de consi¬ 
dérer les valeurs plus grandes de /i, au moins pour la Terre. En 
portant la densité superficielle p\ en abscisse, l’inverse des aplalis- 
semenls i en ordonnées, de 280 à 33 o, on obtient trois faisceaux 
de courbes, qui convergent en trois points quand on se rapproche 
de l’homogénéité, c’est-à-dire pour la valeur p^=:D^ = o, 56 , 
ancienne valeur de la densité. Ce sont les valeurs limites données 
par les formules (6) et (7), où l’on fait yj = o et F^ = D^, c’est-à- 
dire les valeurs 3 o 5 , 3 i ; 280,70 et 270,34* Voir' ces courbes dans la 
thèse citée, n“ 178 . 

Les points où les trois courbes, correspondant à chacune des 
valeurs de n, se rencontrent indiquent la valeur de l’aplatissement 
qui s’accorde avec l’attraction et la précession. Ces points forment 
une ligne droite donnant la valeur unique i ;297,2. Les valeurs 
exactes ne diffèrent que de i ou 2 centièmes de îii7,19. Elles ont été 
données au Chapitre XI, n"" 139 . Pour p^ compris entre 2 et 3 la 
valeur de l’aplatissement est limitée par les valeurs 

( ‘-Î97,17 < “< *297,19, ~== 297,18 ±0,01. 

Par interpolation, pour n ~ o, on aurait les valeurs extrêmes 
i:<? = 297,20 et q, = 3,i7. 

Ces valeurs des aplatissements ont été calculées d’une façon plus 
précise encore, avec 6 chiffres exacts, pour les valeurs de la densité 
superficielle comprises entre 2 et 3 , cela en vue des calculs de 
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seconde approximation en tenant compte de On obtient, pour 
la loi de Roche, le tableau suivant : 


Pi. 

2,0. 

2,2. 

2,4. 

2,6. 

2,8. 

3,0. 

1 ! . 

802,829 

298,346 

*93,9»‘ 

289,524 

285,X 86 

280,897 

... 

•• *95,795 

296,902 

297,980 

298,883 

299,764 

3 oo,ô 74 

I : <?cpj ... 

.. 299,444 

297,644 

295,865 

294,I08 

292,371 

290,655 

Les valeurs de 

dans 

le cas de 

Roche 71 - 

™ 2, sont 

de plus 


résumées par la formule suivante, qui les donne à 0,002 près ati 
moyen de Ç, ou p i, 

(16) -rit = 0,86842 I -I-O, 16788 ^ -f-o,oot)2~ 

Les deux premiers termes représentent une parabole, passant 
par les points i Ç=:o, i. Le troisième est un terme de correc¬ 
tion, nul pour ces trois points. Cètte formule contient donc et 
résume tous les calculs numériques, pour 71=2, dans le cas de 
Clairaut. Des formules analogues donnent toi pour les autres valeurs 
(le Ai. 

Dans le cas de la loi de Roche, les aplatissements correspondants 
à rattraction, première formule ( 6 ), sont donnés en fonction delà 
densilé superficielle par la formule 

( 17 ) I : Cç 8 ;k), 323 — 24 ,9.^>7 p\ 4- o, 60 '*) p‘f. 

Les aplatissements correspondant à la précessiou, seconde for¬ 
mule ( 6 ), sont donnés par 

(18) I :ei = 28o,6>0i -h 9,464 pi — <>,98 1 p‘f. 

L’aplatissement qui réalisci l’accord a pour valeur 

(19) 1:^1=297,177. 1 : c,) = 8')9 ,Co. Pi = 2 , 252 . 

L’aplatissement central ne dillcri^ que de ^ de l’aplatissement 
siiperficicl 

Tous ces aplatissements, calculés par hîs formules de première 
approximation, doivent être diminués do 0,72 pour obtenir la vraie 
valeur t>AjC)^/\(), n“ 153 . 

Remarqu(\ La loi des densités qui permet d(^ donner le 







FIGURES D'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE HÉTÉROGÈNE EN ROTATION. 

même aplatissement, concordant avec l’attraction et la précession, 
en prenant 5,5.2 pour la densité moyenne, n‘^ 165 (au lieu de 5,56 
ancienne valeur prise pour base des calculs), devra s’écrire 

( !èo ) P = 10,4 I — SjiK/’- pi = 

L’ancienne formule, donnée par VAnnuaire du Bureau des 
Longitudes avant igi g, conduisait aux valeurs 291, i4pour l’inverse 
de l’aplatissement donné par l’attraction et 298,53 pour celui qui 
correspondait à la précession. 

La valeur de la densité superficielle 2,28 est comprise entre celle 
des roches superficielles 2,5 et celle donnée par l’expéxdence d’Airy. 
(n° 160 ), 2,10 à 1 , 94 * Peut-être ces derniers nombres doivent-ils 
être corrigés par la théorie de la compensation, ou bien la valeur 
que l’on déduit des expériences par la formule de Saigey est-elle 
une densité moyenne de la surface, océans et roches compris? 

Il semble que la véritable densité superficielle de la Terre, qui 
doit intervenir dans une formule, ne doit pas être celle del’écorc(‘, 
trop irrégulière, mais celle de la couche hydrostatique, immé¬ 
diatement au-dessous, au niveau de la surface de compensation. 
11 faudrait alors prendre pour densité superficielle celle des roches 
primaires, granitiques et basaltiques, de 2,7 à 3 . En faisant n - " r 
dans la formule de Lipschitz, on obtient une variation Linéaire (J(‘ 
la densité, qui donne pour l’accord 

p=i4,o() — 11,34^3 pi =2,73, 1:^ = 297,17. 

La formule de Lévy (n'* 176 ) donnera des résultats encore 
meilleurs. Connaissant la loi des densités (20) qui concorde avec 
l’aplatissement, on peut en déduire facilement la variation de la 
pesanteur en fonction de la profondeur. Elle croît jusqu’à un 
faible maximum, qui dépasse de 0,04 sa valeur à la surface, pour 
décroître jusqu’au centre, où elle devient nulle, n‘^ 160 . 

173 . Ca$ limite des surfaces de niveau semblables. — On a vu 
cl-dessus, formule (19). que l’aplatissement central, et par con¬ 
séquent tous les aplatissements des couches internes difiérent 
peu de l’aplatissement superficiel. On est conduit à étudi(‘r 
dlabord le cas simple où les aplatissements internes seraient tous 
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égaux à l’aplatissement superficiel, et à rattacher à ce cas celui 
de vitesses quelconques et aplatissements quelconques. 

La formule générale de Clairaut, à la surface (i8) (n^ 124 ), 
donne immédiatement, dans le cas de e constant et de la formule de 
Lipschitz, 


(21 ) 



La même formule générale prise sous la forme (2) (n^‘ 119 ), en 
w-, donne pour la loi des vitesses de rotation 


(22 ) 


(0^ = ü)j5 ( i — Y ), 


/i-h 5 ri 


Il faut prendre alors, pour équation de la précession, celle qui 
sera déterminée dans le chapitre suivant, formule (i 3 ), pour le cas 
des vitesses variables. On a ; 


(v.'i) J f P = r 1 (Ot f ^ , 

J, .4 «J J Fl 


où A, et A.J sont encore des séries pergéomélriques 


( 2 T) I 


//, = A( a, h. Y ), 


hAO . ^ H- I, (? -f- 1 , Y 
f) 

r ■ - -+- I. 


Les valeurs de i : sont linéaires en Ç ou en pj et facileinoni 

calculables. Celles de i : |>our n = 2 soni 

(i,.... 0. 1 . 2 . :i. 4 . 5 . (■). : 

2G^),8i 272,92 279,58 286,34 293,27 300,75 3 o 5 , 3 i 

Les valeurs d’accord de i:c pour les valeurs de pi, comprises 
entre 2 et 3 , seraient elles-mêmes comprises entre 282 et 285 , 

174 . Hypothèse générale avec vitesses variables à Fintérieur. - 

Les deux hypothèses précédentes faisaient co constant, ou e conè- 
tant, à l’intérieur. On relie le cas général à ces deux hypothèses 
en écrivant la loi générale des aplatissements, qui doit remplacer 
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la formule (8) ci-dessus 

(26) e = eo(i -+• spi r«-+-ei = eo( i -H sP)- 

Tous les coefficients de la formule, utilisée dans l’hypothèse de 
Clairaut, sont multipliés par s. 

Si l’ou fait £ == O, on obtieut le cas des surfaces semblables, si l’on 
fait £ — 1, on obtient celui de la vitesse constante, hypothèse de 
Clairaut. Pour s compris entre o et i la vitesse de rotation croîtra 
de la surface au centre, mais moins vite que pour les surfaces 
semblables. On pourra obtenir des aplatissements dont l’inverse 
sera compris entre 280 et 297. Pour £ >> i les aplatissements 
décroîtront de la surface au centre plus vite que dans l’hypothèse 
de Clairaut. L’inverse de l’aplatissement sera plus grand que 297. 
La vitesse de rotation des couches décroîtra de la surface au 
centre. 

En portant cette expression de e dans l’intégrale de la formule 
de Clairaut (r i), on obtient pour les valeurs de m et yji les mêmes 
expressions que (12) et (i 4 ) ci-dessus, n^’ 171 , mais où tous les |3 
sont multipliés par s. 

La loi des vitesses s’obtient de la même façon que pour la for¬ 
mule (22) ci-dessus en portant edans la formule en On annule 
tous les coefficients des puissances de r supérieures à r'S ce qui 
détermine d’ailleurs les mêmes valeurs des (3 que dans l’hypothèse 
de Clairaut, et qui donne, pour les vitesses de rotation, une for¬ 
mule très simple analogue à celle de Lipschitz, 


(27) 



7 c/eopo(^o--»- = 105(1 ■— y/■''), 


où l’on a d’ailleurs 

(28) _A-, = (i-£)pi= 1^. 

' ^ n O n-h ^ 


Ao” |(l — 0-^ 


3 0)^ 9 

Sxfeopo 2ei 


fi(i -h P ) 
n-h^ ’ 


étant la valeur de ko en vitesse constante, pour e = i. 

Ces valeurs déterminent y et la loi des vitesses de rotation, en 
fonction du seul paramètre e, et des valeurs de p dans l’hypothèse 
de Clairaut, ce paramètre e étant le même que celui qui détermine 
la nouvelle loi des aplatissements. On obtient ainsi l’aplatisse¬ 
ment, qui cadre avec l’attraction et la loi des vitesses de rotation. 
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Pour obtenir l’aplatissement qui cadre avec la précession il faut 
porter ces expressions (26) et (27) de e et de co dans Féquation 
générale de la précession, étudiée dans le chapitre suivant for¬ 
mule (i 3 ). On obtient une formule analogue aux formules (aS) et 
(24) ci-dessus, où Ton retrouve les séries hypergéométriques 
/i^, suivies d’une série d’autres séries hypergéométriques du 
même genre, heureusement aussi rapidement convergentes que 
(i t) et (12) du n"^ 171 ci-dessus en ( 5 '. 

Les valeurs des aplatissements et ont été calculées pour les 
valeurs i, 2, 3 de /i, pour les valeurs de 2 en 2 dixièmes de s 
de 0 à 1, 2, enfin, dans ces /\2 cas diflerents, pour les valeurs 
entières de pi, de o à et de 2 en 2 dixièmes de 2 à 3 , soit en 

tout 4ao déterminations différentes de l’aplatissement. 

Nous donnons pour la loi de Roche, c’est-à-dire n=i^ les 
valeurs d’accord obtenues, les valeurs des différents éléments qui 
permettent do réaliser le même aplatissement répondant à la fois 
aux conditions de l’attraction et de la précession avec différentes 
valeurs de s. La première ligne donne les valeurs de £, la seconde 
l’aplatissement résultant la troisième la densité superficielle 
correspondante p^, la quatrième la valeur de y qui détermine la 
loi des rotations, pour chaque valeur de ê, enfin la dernière 
ligne donne la différence du temps de rotation au centre et à la 
surface : 


£. 0 , 0 . 0 ,(). 0 , 8 . 1 . 0 . 1 , 2 . 

. 283,64 291,87 294,65 297,18 299,76 

pi. 2,589 2,378 2,3 i/j 2,262 '.^,194 

V. o,y 3 i 8 U, 147 0,00 — 0,086 

STo. —4‘Mo™ —— 57™ 0,00 


Les densités superficielles ont été calculées pour Di ~ 5 , 56 . 
Il faut l(îs diminuer de o, 01 pour les faire accorder avec la valeur 
Di = 5 , 02 qui découle des déterminations les plus récentes. 

On voit qu’on pourrait faire varier l’aplatissement théorique^ 
s’accordant à la fois avec la précession et l’attraction, de 285 à 3 oo 
et plus, en faisant vari(îr la vitesse de rotation des couches inté¬ 
rieures de la Terre. 

La densité superficielle théorique varie peu dans ces différents 
cas, de 2, iç) à 2,60, et reste dans des limites acceptables. 

La formule suivante permet de déterminer la valeur de l’aplatis- 


APPEI.L. — IV (2). 


10 








a4‘2 figures d'équilibre d’une masse hétérogène en rotation. 

sewent, qui s’accorde avec Fattractioii et la précession, suivant les 
différentes valeurs de ti et de s 

I : e = 297,18 — (o,i3;i-— 2,36/1 -h 17,80 j(i — s) 

-h(o, 85 /Z'~ 4,54/n- 6 , 3 o)(i —£)£. 

En faisant e ==: i on obtient la formule qui donne l’aplatissement 
avec la loi de Lipschitz, dans le cas de la Terre tournant en bloc. 


175 . Hypothèse d’une Terre solide. — Dans ce cas les apla¬ 
tissements pourraient être quelconques, car la Terre aurait pu se 
solidifier en conservant la même vitesse de rotation, difTérente de 
la rotation actuelle, ou bien se solidifier avec des vitesses différentes 
sur les différentes couches. En tout cas, actuellement la vitesse 
serait partout la même et l’aplatissement serait encore donné par 
les formules (6) et (7) correspondant à l’hypothèse de Clairaut. 
De plus la formule (7) qui donne ecpj ne dépend que de F^ et D^, 
c’est-à-dire de la loi des densités etnon de celle des aplatissements 
el.Cç,. conserve les mêmes valeurs déjà calculées au n" 171 . Au 
contraire et formule (6), dépendront de yîi, c’est-à-dire delà 
loi des aplatissements. 

On peut d’abord rattacher la loi des aplatissements à celle de 
rhypothèse de Clairaut, comme dans le cas généi’al précédent, 
formule (26), en multipliant les coefficients des termes de e par s. 
On pourra déduire de e ou de e, comme ci-dessus (27), (28), la loi 
des vitesses de rotation, qui correspondrait à cette loi des aplatrs- 
sernents, c’est-à-dire qui la redonnerait dans le cas de la fluidité. 

On en déduit le tableau suivant ( ’) pour les principales valeurs 
de £, résultat de 800 déterminations de e, 


c«. 1 : 0 , 4 . 1:0,8' 1 , 0 . 0 , 6 . 0. — 0 , 3 :). 

2 S 4 , 4 i 298,22 296,21 297,17 299,24 3 o 5 , 3 ï 3 i8,73 

i : 6Î0. 00 430,75 872,80 36 o ,48 339,96 3 o 5 , 3 i 281,75 

too.'oji- 0,00 0,76 0,95 1,00 1,09 1,27 1,46 

?;i ... 3,76 2,70 2,36 2,25 2,02 1,36 0,00 


On voit que i : pourrait varier de 284 à 819 quand pi varie 


(t) A. Véronne:!:, Thèse^ Chap. Vil. 
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(Je 3,76 à O avec n = a. On aurait encore • ^ 

(>,90,fi.') < ^ < '.99,44 POU'’ ■' ' f ' < 


Pour différentes valeurs de n elles valeurs de pi comprises entre 
a et 3 les valeurs limites des aplatissements concordants seraient 
donnés par le tableau suivant : 1 


n. 0 . 

1 ; 5. 

l 


‘ 2 . 3. 'i. 

^ <. 

a ] 

:io 8 , 5o 

3o4 

)V)‘ 

'.'99,44 '9 >,47 '■'9'«,4'> 

. ''99,74 

. 7 4 

‘>'94 

,31 

: >. 9 ( >, B ") '>. 87 , ( ) À ‘>. 81,8 9 

On aurait (‘ 11(111 

07 

i < 3i2j9*2 
e 


pour 

pi 


- < ■^99*74 
a 


pour 

pi = 3. 

, 1 


(du peut également se donner une loi des aplatissements analogm' 
à la loi des densités de Lipschitz ou de Roche et l’introduire comme 
celle-ci dans la formule de Clairaut. On oblient des résultats du 
iiKune ordre. 

176. Lois des densités de M. Lévy. - 'ietle loi, plus générale 
(|ue la loi de Lipschitz, s’cierit 

(.,,,) ? = p„(i - ï/-"!"'. 

Klle coLilieut uii paramètre «'en plus. La courbe admet mipt(iiit 
d’inllexion, où la variation de la densité estmaximum, pour p"o. 
On pourra donc réaliser ainsi iin noj au central, à forte densité^ et 
une (h'orce superficiellé, à densité plus faible. Elle permet de réaliser 
une condensation plus considérable et un aplatissement, corres¬ 
pondant à l’attraction, plus petit qu’avec la loi de Lipschitz. 

Lévy avait étudié cette loi pour essayer d’accorder mieux l apla¬ 
tissement donné par l’allracliou avec celui déterminé par la 
pression. VL A. Véronuel l’a appliquée pour déterminer Taplatis- 
soinonl (le cl (I(ï Snlnnu*. 
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Pour 2 on a d’abord 


( 3 o) 


? = po(l — ar«)-. 


En procédant comme pour la loi de Lipschitz on obtient succes¬ 
sivement, pour la détermination par récurrence des [3 de la loi des 
aplatissements, 


/r-_iiL±i\ 3 ”- O f 2 2 A?-+- 3 \ 

/IH- 3 * ^ \ i f/l H- ô / 2 /IH- 3 \ l f /I -h O / 


/n = (i — a)- 4 - 


2 an 


F ^ Ï -t- ( 2n -K 

l. /l-h5 ^ 2/1-1-6 J’ 


OÙ P'a la même forme que dans ( 12 ) et (3" et m étant définis par 


‘ 3 72. 5 


P-2 

4/1 -f- 5 



P der^ = e\ po rn. 


Les aplatissements seront ensuite donnés parles trois formules (6) 
et (7) OÙ l’on aura porté la valeur de m. 

Les calculs numériques donnent les résultats suivants pour ~ 2, 


». 0 , 9 . 0,8 . 0 , 54 . 0 , 52 . 0 , 50 . 

. 4^^8588 398,68 366 , 3 ?, ... 3 o 2 ,o 4 

. 234,83 255,49 274,33 ... ?9ô,99 297,00 297,91 

. 353,89 339,86 326,38 ... 299>ï2 297,50 295,93 


Les valeurs d’accord ont lieu environ pour a =::z o, 5 16 et donnent 
1:^1 = 297,18, i:f’ü= 372,55. 

Avec la loi des densités correspondante 

(^0 ? =ii,23(i —o,52r^)'-i, p, = a,63. 

On retrouve toujours le même aplatissement de première appro¬ 
ximation. La densité superficielle est plus forte qu’avec la loi do 
Roche et conviendrait mieux pour la vraie densité superficielle, prise 
au-dessous des scories de l’écorce solide, n^' 168 . 

Pour 3 on obtiendrait des expressions analogues pour les (3 
et pour m. On voit même immédiatement l’expression générale, 
pour n quelconque. Les calculs numériques donnent le tableau 
suivant, pour 3, 
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a. 1 . 0 , 9 . 0,8. 0 , 40 . 0 , 38 . 0 , 36 . 

. 477,35 459,60 422,75 ... .301,72 296,92 292,16 

i:ej. 192,88 204,68 240,89 ... 296,26 297,20 298,30 

i-eçj. 38 o, 6 o 366 ,80 361,76 ... 299,09 297,06 296,16 

Les valeurs d’accord out lieu pour 

^ 297,16, P, = 2,7.3, 

( 32 ) PU, 53 (i — o, 387 ^>\ 


La densité superficielle e.si plus forte encore que dans le cas 
précédent. 

Nous avons vu au 170 que la loi de Lipschitz ne pouvait donner 
de fortes densités superficielles que pour /i r= i avec pi—2,73, 
ou 72 > I. La courbe des densités serait une ligne droite, on tour¬ 
nerait sa concavité vers le haut. 

Avec la formule de Lévy, la courbe des densités tournerait bien 
sa concavité vers le bas, sur la plus grande partie du rayon, comme 
avec la loi de Roche, ce qui paraît plus normale. Mais de plus, elle 
présenterait un point d’inflexion assez marqué. A une profondeur 
r = o,8o du rayon, pour n'-r:2, (première formule), la vitesse 
(l’accroissement de la densité serait maximnin et égale à i ,4 de sa 
valeur à la surface, l^a dciisilé y serait d(\jà ('‘gale aux deux tiers de 
sa valeur au centre, puis aux trois quarts à o,i du rayon plus bas. 
4 la moitié du rayon, la deusltc' ne dillèrerait (b'qili que de un hui¬ 
tième de la densité cou traie. 

Avec la loi des densités de Lévy, nous aurions donc comme im 
noyau central, où la densité varierait assez peu, sur la moitié du 
rayon de la Terre. La densité superficielle serait plus grande que 
celle donnée par la loi de Roche, mais clic varierait d’abord moins 
vite, puis avec une accélération maximum, de sorte qu’il y aurait 
une séparai ion asssez nette ciitro le noyau central cl la partie 
superficielle qui l’enveloppe. 

Nous verrons au Chapitre XVI que celte répartition des densités, 
avec noyau central est absolument exigée pour expliquer l’aplatLs- 
sementde Jupiter et de Saturne, et nous verrons que celte inflexion 
des densité.s s’explique très simplement par la loi de l’accroisse¬ 
ment des pressions dans une masse gazeuzt^, ù laquelle ou applique 
une loi dos gaz réels, de Van der Vaals ou de (^dansius. 
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177 . Calcul des éléments de seconde approximation. — On a vu 
au 155 que la valeur y de la dépression de TeUipsoïde était définie 
au moyen de Fexpression A du second ordi’e par les formules (47) 
et (47)^* En y introduisant la valeur de e définie par ( 8 ), on 
obtient 


A 


4a/ie5p(,/ 




-h 


■ 

2 Pi 

2 n -h 7 


5 3 / 1 — 1 " 

_ apîM- p) 

3 /I -t- 7 



A la surface, bn fait r = 1. On représente par ( 3 ' et ( 3 '' la valeur 
des parenthèses, on aura 

2 P' 


/ r } 


• P ( 


(i-h 


Bi — H- P). 


Les valeurs de P et p^onl déjà été calculées n‘* 171 . On déduit 
des valeurs Pi, po. .... On calcule ensuite y de la même façon. 
Pour différentes valeurs de pi, avec la loi de Roche /? --=2, on 

obtient le tableau suivant des valeurs de et les valeurs 

extrêmes de y et de Sr à 4 o^, où \ ayX'* yr/f- 



2,0.... 0,099 0.0423 (),o55() 3,06 4,04 

2,2. 93 4oo 522 1,77 

2,4. 87 381 489 2,7') 3,53 

2,6. 81 358 453 2.59 3,’>.8 

2,8. ”4 334 417 2,4* 3 ,()•>. 

3.0.. ()K 309 ' 38 o 2,-*,3 ‘>,,7,5 


On a trouvé n‘’ 172 que la valeur d accord pour raplatisseniouL 
donnait p, ™ 2,20. On déduit du tableau pour cette valeur 

, 86 < 0/• < 3,71, 0/- = 3 ", 28 L: o, 1 2. 


La dépression maximum de Rellipsoïde à 40^" serait de 5 à 4 "’, 
valeur probable 3"’,28. Darwin avait trouvé 3 ™,26. C'est tout à fait 
négligeable et bien au-dessous des limites d’observalion actuel¬ 
lement. 










CH4P1TRE XY. 

HYPOTHÈSES AUTRES QUE (^,ELLE DE CLAIRAUT. 
VITESSES INTERNES ET DÈPl.ACEMENTS A LA SURFACE. 


178 . Objet du Chapitre. — Lj’hjpothèse de ClairauL qui a servi 
de base à la plupart des travaux mathématiques sur la constitution 
et la forme de la Terre se ramenait elle-même à deux autres. Elle 
considérait Taplatissement comme assez faible pour négliger son 
carré. Nous avons étudié au Chapitre XIII les corrections à intro¬ 
duire dans les formules et dans la figure de la Tei're en tenant 
compte de ce carré. 

Cette hypothèse supposait en plus que la Terre était fluide, ou du 
moins en équilibre hydroslaliquo. et qu’elle tournait d’un seul bloc 
comme un corps solide. Nous étudierons dans ce chapitre les modi¬ 
fications, qui seraient introduites en faisant d’autres hypothèses, 
eu considérant la Terre coiiime solide, en admettant que la vitesse 
do rotation des difTérentes couches intérieures n’est pas la même que 
la vitesse à la surface. Nous étudierons en particulier la différence 
de Faction de précession du Soleil et de la Lune, sur les différents 
parallèles de l’écorce, comme aussi la différence d’action sur l’écorce 
et sur le noyau, et nous en déduirons une théorie explicative des 
Iremblemenis de terre et du déplacement des pôles à la surface. 

179 . Hypothèse d’une Terre solide. — La T(jrre, supposée 

solide, aurait pu se solidifier en bloc, avec la même vitesse de 
rotation sur chaque couche, ou bien progressivement, avec des 
vitesses différentes pour chacune des couches au moment de la 
solidification. Dans chaque cas l’aplatissement superficiel aurait 
été différent. ,, 

H faut remarquer que les trois équations de Clairaut (17), (ï8), 
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(19), Chapitre X, 124 , sont toujours valables, car elles n’intro¬ 
duisent aucune hypothèse sur les vitesses de rotation. L’équation 
différentielle de Glairaul, (ii), Chapitre X, ou celle de Clairaut- 
Radau, formule ( 4 )? Chapitre XI, ont ôté établies au contraire en 
supposant la même vitesse partout. Il faudra les modifier, les 
compléter, dans l’hypothèse de vitesses variables. 

Dans le premier cas, où l’on suppose la même vitesse de rotation 
pour toutes les couches solidifiées, il n’y a aucune modification à 
introduire dans les formules (16), (17), (18) du Chapitre XI, n*" 136 , 
qui conduisent à l’équation de condition (19), 


(I) 


2 , V I-+- 
0 K 


rii 


5 9 


e est l’aplatissement, J le rapport des moments d’inertie, 9 le 
rapport de la force centrifuge à l’attraction. Comme on a vu que 
les limites données par la formule (i) sont très resserrées et la 
valeur moyenne de K très voisine de i, il suffira de faire K = i. 
Nous avons vu également que les limites de (i) sont peu modifiées 
en seconde approximation. Cette formule nous donnera à quelques 
dixièmes près, dans tous les cas, l’aplatissement exact, conciliable 
avec l’attraction et la précession. 

Dans le cas où la Terre se serait solidifiée, avec une vitesse 
différente de la vitesse actuelle, la valeur de 9 serait modifiée 


__ 3ù)2 

Le tableau suivant donne les valeurs de 9 et de co, vitesse de 
rotation, qu’auraient donné les aplatissements indiqués par la 
première ligne. 


. 292 293 294 295 296 297 298 

. 266 270 274 278 283 288 293 

. i,o 33 1,026 1,019 i,oii 1,00 0,992 

La dernière ligne indique le rapport entre la vitesse de solidifi¬ 
cation et la vitesse de rotation actuelle cOj. Pour réaliser en vilesso 
uniforme un aplatissement superficiel de 11292 première colonne, 
satisfaisant à la précession, il aurait fallu et suffit que la vitesse de 
rotation au moment de la solidification fut 0,041 plus grande que 
la vitesse actuelle. 






CHAPITRE XV. — HYPOTHÈSES AUTRES QUE CELLES DE CLAIRAUT. 249 

Pour que l’aplatissement de la Terre soit celui de Faye et de 
Clarke, il faudrait donc que la Terre, supposée solide, se soit soli¬ 
difiée alors que le jour était de c’est-à-dire environ 

plus court qu’actuellement. L’année aurait eu 38 o jours. On expli¬ 
querait le ralentissement de la rotation par le freinage dû à l’action 
des marées." 

Pour réaliser un aplatissement de l'.agS, dernière colonne, il 
aurait fallu que la vitesse fut 0,008 plus petite qu’acUiellement. Le 
jour aurait été plus long de 11 minutes environ. L’accélération de 
la rotation depuis l’époque de la solidification s’expliquerait par la 
contraction due au refroidissement. 

180 . Terre solide, solidifiée progressivement avec des vitesses 
différentes. — Dans le cas où l’on suppose les vitesses variables^ 
il faut compléter l’équation différentielle. On reprend l’équa¬ 
tion (9), Chapitre X. Alors on n’a plus =0. Il y a en plus 
dans (10) un terme en r«(w2y et dans (i i) un terme en (/-«cow^). 
L’équation do Clairaut-Radau, ( 4 ), Chapitre XI, aura, comme 
second membre, une expression en o), a/ et tù" 

- 

Ce terme de correction s’introduit dans les formules (17)5 
(19) du Chapitre XI en remplaçant rrj' de (id) ])ar sa valeur 
déduite de l’équation différentielle de Clalraut-lAadau. L’expression 
K dans la formule (i) ci-dessus est remplacée par l’expression 
corrlgé(‘ 

I (g) 

/ 3 'i K = K -H — /-)—■ 1 

10 y/i-f- (T) ) 

où ((7) et (y)) représentent les valeurs moyennes de cr et do ri à 
l’intérieur et définies comme K par la formulo^(ï8) du Chapitre XL 

Pour réaliser un aplatissement égal à i \ (Faye) la valeur du 
terme de correction serait 0,024. Pour i ;2g8 elle serait o,oo 3 . 

La valeur du terme de correction est positive si l’inverse de 
l’aplatissement superficiel est inférieur à 297. Il s ensuit alors que 
les vitesses intérieures de solidification auraient dû être croissantes 
du centre à la surface. 

Pour expliquer l’état actuel il faudrait admettre quc! la solidifi- 
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cation a commencé par le centre alors que la vitesse était plus 
faible que la vitesse actuelle, puis cette vitesse serait allée en 
augmentant, par suite de la contraction, jusqu’à la vitesse 
actuelle (^ )• 

Ou bien la solidification aurait commencé par la surface, avec la 
vitesse actuelle, pour s’étendre progressivement jusqu’au centre. 
Mais^alors la vitesse des couches internes aurait du, dés le début, 
aller en décroissant de la surface au centre, car autrement on ne 
voit aucune cause capable de diminuer cette vitesse alors que la 
vitesse superficielle serait restée la même, par hypothèse. 

181. Détermination du coefficient de précessîon et du rapport 
des moments d’inertie. — On a vu, dans le Chapitre XI, n'’'* 141 , 142 , 
comment Tisserand et Gallandreau avaient reconnu qu’il était 
difficile de concilier la valeur de l’aplatissement, déterminé par 
Clarke et par Faye, avec le coefficient de la précession. On a vu 
comment Radau et Poincaré avaient démontré que cette concilia¬ 
tion était impossible, au moins en première approximation, n° 136 . 
Nous venons de voir, dans le Chapitre XIL que cette conciliation 
est impossible, quelle que soit l’approximation réalisée, <‘1 c[ue 
l’aplatissement ne pouvait être inférieur à i :2Ç)(). 

Mais la valeur du coefficient de précession a toujours été délcr- 
minée en supposant que la Terre tournait tout d’uu bloc. Or ou 
comprend tout de suite que l’action de la Lune sur le renflemeni 
équatorial ne sera pas la même si les couches sous-jacentes à l’écorce 
ne tournent pas avec la même vitesse que la surface. M. A. V éronnet 
a étudié dans sa thèse ce nouveau problème, et les modifications 
qui pourraient en résulter pour l’aplatissement théorique, détenu îné 
mathématiquement, en accord avec les données astronomiques de 
la gravitation et de la précession. 

Laplace avait déjà démontré que les phénomènes do procession 
et de nutation n’étaient modifiés en rien par la fluidité do la iwrr. 
Hopkins, Hennessy, Thomson, G.TL Darwin, S. Oppenheim, enfin 


(M Roche, avec rhypothèse d'un noyau central et d’une écorce, avait trouvé 
que Uaccélération de la vitesse aurait été de 29*» pour que l’aplatissement qui, 
dans le cas de l’équilibre hydrostatique, serait de 1:294,3, fut réellement ir ug », 
nombre trouvé alors par Faye {Académie He Montpellier, 1881). 
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et surtoiiü H. Poincaré (^) ont démontré, d^une façoii complète, que 
le phénomène de précession du moins n’était aucunement modifié 
par l’état physique de la Terre, qu’elle soit complètèmentV solide 
ou liquide, ou qu’elle soit composée d’un noyau liquide entouré 
d’une écorce solide, rigide ou élastique. 

La valeur du rapport J des moments d’inertie de la Terre, qui est* 
déduite du phénomène de la précession, est donc indépendante de 
toute hypothèse physique. Mais elle dépend étroitement, par lès 
formules de la précessiqn, de la vitesse de rotation de là Terre et 
par conséquent de la vitesse de chacune des coùches élémentaires. 
Il suffit de reprendre la théorie de la précession pour étudier la 
correction à introduire dans la valeur de J, dans le cas de vitesses 
différentes sur les différentes couches. 

Le phénomène de la précession est déterminé et mesuré par les 
termes séculaires du développement de la fonction perturbatrice U 
dans le mouvement de la Terte ' . 



dm dm i 
r 


L’iiitégrule s’étend à tous les points dm de la Terre et à tous les 
points diYij^ des astres perturbateurs, r étant la distance des centres 
(Je gravité respectifs. On obtiendra les équations du mouvement 

eu porlaiil les ex[)ressious ™ î dans les équations de 

laigrange, relatives à la fonction U. Ici 6», cp, sont les variables de 
signification connue, 0 l’angle des deux plans (équateur et éclip¬ 
tique), cp etles arcs comptés respectivement sur l’équateur et sur 
l’écliptique, à partir du point y. 

lîn d(Weloppant la fonction Ü ou obtient(-) 


(J) 


U --/ 


c; — 3 \ 


•>, /••'» 


/ 


drri'i = 1 ) 


M 


y f 

7. /'3 


I) (isl iiidé[)eudanL do 6, cp, (ji, et conllenl les termes en m et 
eu A n-B-f-C. De plus, M est la masse de l’astre perturbateur 
et l le moment d’inertie de l’astre troublé, autour du rayon vec- 


(‘) Laplack, Mécanique céleste, ÏA\. V, n"* 10-12. U. OoiNdAHK, BnfL astr., 
sppt. igio. 

(■*) 'PissHUANi), Mécanique céleste, t. l, p. (ii. 
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leur joignant les deux, astres ; la somme 2 est étendue à Pen- 
semble des astres perturbateurs. 

La Terre étant supposée de révolution, on a C = B et 


( 5 ) 


U=D'-ï|/(A.- 






î 


D' étant une nouvelle constante, qui contient un terme en B en 
plus, par la transformation de I. 

Les valeurs de correspondant à la position du Soleil et de 

la Lune peuvent s’écrire 

l ~ = sin-Zsin'^L = isin-0[i—cos 2 (/n^-4-^)), 

I — = sin-6 sin‘^L'-h/. sin^G COS0 cosN, 

L, L', N sont les longitudes du Soleil, de la Lune et du nœud 
ascendant de la Lune. 

La seconde équation, avec les éléments marqués d’indice, est 
relative à la Lune, en n’y conservant que les éléments indépendants 
de P. 

On voit sur ces équations que U est indépendant de cp. L’équation 
de Lagrange relative à cp donne donc, pour G “ B, co constant. La 
précession n’altère pas la vitesse de-rotation, premier théorème (’). 

En transformant les équations de Lagrange, relatives à Q et?];, en 
un système canonique, on en déduit 

ât AcosinO ùt AcosinO àQ 


Si l’on ne considère dans les formules (6) que les termes, où le 
temps n’est pas périodique, les seuls dont dépend la précession, on a 



Le phénomène de la précession ne modifie pas l’obliquité 
moyenne de l’équateur sur l’écliptique, second théorème. 


(') Tisserand, Mécanique céleste^ t. 2 , p. Sga et 409. 
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On obtient enfin 


( 8 ') 

et 

( 9 ) 


/^'\ _ 3 ,/M 

\ <^6 ) P a -' 

ldi^\ 3 ./M M'\ 


J) (A-B)si 


51 

r'3 

A — B cos 0 


sin 6 cos 0 


A 


h — cosO. 

O) to 


Cette expression définit le déplacement ^ du point y eu fonction 
du temps, c’est-à-dire la précession. On voit que cette valeur dépend 
du rapport des moments d’inertie J, de la vitesse de rotation w et 
de l’inclinaison 9 do l’équateur sur l’éclipüqiie. 


182 . Modification du coefficient de précession dans le cas de 
vitesses internes variables. Résultats. — La même formule (9) 

est applicable à une couche ellipsoïdale quelconque. D’autre P^rt^ 
est la vitesse de rotation autour de l’axe de l’écliptique. 

En désignant par dA et les deux moments principaux 
d’inortie de cette couche élémentaire, on peut écrire, pour la 
quaniité de mouvement correspondant à cette rotation, 

( 10 ) d\ 4 - = fi(dK - )— . 

<)t (•) 


En première approximation, comme et dA — rfB sont des 

quantités très petites du luème ordre, on peut prendre l’un des 
deux moments d’inertie, dA par exemple, pour celui qui corrcs- 

pomlùf. 

Ou n’aura ensuite qu’à intégrer de o à /’ ^ i pour obtenir la 
quantité de mouvement totale. En tenant compte des expressions 
des moments d’inertie édémentaires [formules (ifi) et (16'), 
Chap. X, iV» 123 ], on a 


( 11,) 


/ (hl>\ 87c Z'* J . 8:c , /*' cosO 


On a négligé dans l’expression de dA — et e dans celle 
de dA, On a admis aussi que constant, c’est-à-diro que 

toutes les couches conservent hî même axe de rotation. 
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De plus s est constant, si co Test aussi, on aura, ori tenant 
compte de la yaleur de J, d’après (17), n“/ 123 . 


(12) 



8 ;r cos 0 
i5 toi 


/ 


1 r 

P dü'^ e ~ h — 
i 5 0)1 



d((K 


La valeur de A est-égale à la dernière intégrale multipliée 
par Stt/ i 5 , de sorte que l’on trouve bien (9). 

^ Si'(â) n’est pas constant, alors en identifiant les seconds membres 
do (i 1) et (12), on a 

9 ^ J 

(i3 ) / ^dcd^e— —- / pda^e^ ~ / p da'\ 

J, 0) OH J, 


C’est la nouvelle relation donnée par le rapport des moineuls 
d’inertie J et qui doit remplacer l’expression (17) du 123 . 

En représentant par (w) la valeur moyenne de co, définie 
par(i 3 ), les trois relations fondamentales (17), (18) et (19) des 
123 , 124 pourront s’écrire, dans cette nouvelle hypothèse, 

da^U'. = .1 ^-ü-! f P da‘K 


(i 4 ) 


î»-;? r>. 




L’équation de condition qui donne l’aplatissement compatible à 
la fois avec l’attraction et la précession sera modifiée en consé¬ 
quence, On voit que la valeur de J sera simplement multiplié(‘ 
par D’autre part, la fonction K devra être complétée, comme 
dans de numéro précédent, par l’expression K' en cj, qui rentre 
dans le second membre de l’équation do Clairaui-Radau, for¬ 
mules (2) et ( 3 ), n"" 180 . 

On aura la nouvelle expression 


(là j 


- I lü] -ni ^ J ? 

5 o)i K' ^ wi ‘i ’ 


qui remplace l’équation de condition (19) du Chapitre XI, 13 , 3 . 

On verrait facilement ^d’après cette formule que la vitesse des 
couches internes devrait être plus grande que la vitesse superfi¬ 
cielle pour que l’inverse de l’aplatissement puisse être inférieur 
^ pourrait le faire varier facilement de 278 à 3oo, comuu' 

on l’a vu par les calculs numériques du Chapitre précédent, ïi*’ 174 . 

Si l’on prend la loi Roche pour ldi des intensités et une loi ana- 
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logue pour celle des vitesses de rotation des différentes couches] on 
obtiendrait i : 292 pour valeur de l’aplatissement avec la loi 


0,857 


(1 — 0,143/*“ ), 


(,>„ = I ,08 0)1. 


La vitesse de rotation au centre tendrait vers une valeur plus 
grande.de 8/100° que la vitesse à la surface, la rotation s’y fei'ail 
en moins qu’à la surface. 

On voit à quel point la limitation théorique de raplatissement 
de la Terre, calculé dans les deux Chapitres précédents, peut être 
influencé par les hypothèses sur l’état physique interne du globe. 
(Vest pour cela que la mesure exacte de cet aplatissement peut 
nous renseigner sur cet état interne. 


183 . Kalentissement de Pécorce dû au frottement desmarées.| — 
Depuis longtemps on a signalé le freinage dû aux marées comme 
une cause de retard dans la rotation de la Terre et d’allongement 
du jour sidéral [Kant 1704 (')]• Delaunay signale en i 865 que la 
réaction de freinage sur la Lune.doit produire une accélération 
séculaire de son moyeu mouvement, mise en évidence par l’examen 
des anciennes éclipses (‘‘^). G. H. Darwin élahon^ tonUî une ihéorii^ 
cosmogonique sur l’action des marécîs, la séparation et l’éloigntî- 
ment progressif de la laine et de la Terre sous cette action. 

Laplace avait trouvé que In variation de l’excentricité de l’orbite 
terrestre devait produire une accélération séculaire (le 20^f du 
moyen mouvement ( 1 (‘ la Lune. M. Adams a démontré (i 853 ) qufî 
ce nombre devrait être réduit à T/ seulement, d’après les 

(l(‘rniers calculs de Brown (igSS). D’autre part Hansen.^(iSSy) 
a trouvé que, {)our rendre compte des anciennes éclipses, cette 
accélération devrait être de 12" (même 12^', 56 ). S. Newcomb par 
une nouvelle élude des é(‘lipses montre que ce nombre doit être 
ramené à 10'',9, on même à 8",4, (1B78) et (1912) (^). 


(') Note à l'Ac.ad/'mic de Berlin. 

(9 Comptes rendus Acad. Sc.^ Paris, ii dérentibrc ï 865 , et 29 janvier i86(). 
(9 Fotheriiigliam (1919)» Sclioch, de Sitter (1927) trouvent successivement 10,8; 
11,10 et ir,2. Ce dernier nombre, le plus probable, ne diffère que de i" de celui 
(le Hansen. Voir D, REr.onizKY, Accélération séculaire de la Lune {BuL astron.^ 
Paris, 193/1, p. 99) et A. Danjon, Fai rotation de fn Terre dans JJ Astronomie^ 
1929, p. i 3 . 
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Il y aurait doac un écart de 5 ^',2 entre Faccéléraiion théo¬ 
rique de la Lune et son accélération pratique, déduite des éclipses. 
On a expliqué définitivement cet écart par l’action des marées. 

En évaluant approximativement la hauteur et l’étendue de la 
marée on introduit facilement un retard de 33 o'', ou 22 secondes 
de temps, sur la rotation totale de la Terre en un siècle, ce qui 
équivaudrait à une augmentation du jour de o%ooooi2 par an (^). 
Ce retard de 33 o'' de la Terre correspondrait à une avance appa¬ 
rente de la Lune 27 fois moindre, soit 12'^ Mais d’autre part, la 
réaction du renflement des marées sur la Lune produit une accélé¬ 
ration de son mouvemement orbitaire, qui se traduit finalement 
par un éloignement et une diminution réelle de son moyen mouve¬ 
ment de 6'^ L’accélération séculaire définitive de la Lune serait 
dans ce cas de 6", et suffisante. 

Il est vrai que d’autres causes comme le refroidissement, les 
chutes de météores (Oppolzer), les oscillations barométriques 
(Thomson), les séismes peuvent agir dans le même sens ou en 
sens contraire (2). 

En admettant que l’accélération totale de la Lune soit due 
aux marées et que l’augmentation du jour correspondant soit 
de 0%000012, on calcule quel pourrait être la variation des 
vitesses internes qui en résulterait et l’aplatissement théorique 
correspondant. On trouve. qu’avec un coefficient de viscosité 
de 2.10®, de l’ordre de celui de la poix, pour le frottement entre 
l’écorce solide et les matières sous-jacentes, on peut abaisser 
à I : 292 la limite de Taplatissement donnée par Poincaré. Avec un 
coefficient dix fois plus grand, égal à celui de la poix on obtien¬ 
drait 1/296 au lieu de 1/297. 

Si l’inverse de l’aplatissement déterminé définitivement par les 
mesures géodésiques et le pendule était en dessous de 297, il 
s’ensuivrait probablement qu’il faudrait admettre des vitesses 


(^) FbïV Tisserand, Méc. céL, t. 2, p. 537. Jeffreys a montré plus récemment 
que celte action de freinage des marées était surtout sensible dans les mers 
peu profondes. 

(^) Elles produisent alors les fluctuations du moment de rotation de la Terre 
et du jour sidéral^ mises en évidence par les irrégularités dans le mouvement 
observé de la Lune et les occulations d’étoiles. Il y a plus de 5 o ans que les 
théoriciens de la Mécanique céleste signalaient ces phénomènes possibles. Les 
observateurs ne se sont souciés de les étudier que tout récemment. 
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variables à rinlérieur de.la Terre et les expliquer par le freinage 
dû aux marées. 

Gomme au contraire les mesures semblent confirmer la limite 
théorique i : 297 il s’ensuit que la Terre tourne tout d’un bloc et 
que le retard dû aux marées a une action interne insensible. On 
doit en conclure que sur aucune surface de niveau, malgré l’éléva¬ 
tion de température, la viscosité du milieu no peut être inférieure 
à celle de la poix, ou bien que Faction due aux marées est négli¬ 
geable. Cette action des marées aurait été alors trop lente pour 
produire les phénomènes indiqués par G. H. Darwin. 

184. Calcul de la précession d’un anneau. La précession d’un 
astre fluide est la même que celle du solide équivalent. — On a vu 

Fig. 5. 



n‘’ 181, que lu déviation due à la pi'écessioii n’est pas la même sur 
d(‘ux surfaces de uiv(‘au, si hmr vitesse de rotation est différente. 
De plus, sur la même surface d(^ niveau, cette déviation n’est pas 
la inême sur tous les parallèles. Il so produit alors comme une 
torsion et umî couq)r(\ssioii des diOércnts parallèles. Etudions en 
(ilï(û Faction do la ])récession sur un anneau fluide, ou solide, 
tournant tout d’une pièce, suivant vin parallèle de la Terre. 

Soit T le centre de la Terre, O' le centre de Fanneau du rayon 
O'A SüiiT.x‘ sou axe de rotation, Tr la trace du plan de 

Fé(juateur, TO la trace du plan de l’éellptique sur-xTjp {flë* 

On aura, pour le inonumt d’inertie I de Fanneau par rapport à 
Faxe TO, (|ui joint le centre de la Terre à l’astre perturhateur, 

F ru t. H-///Y/-, ^ I - —^ ^’î) ’ 

17 

APPRl.I.» — IV (2), 
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abaissement vertical. Ici au contraire il y aura un effet horizontal 
de tension et de compression, qui suit les mêmes phases. 

On peut ajouter d^ailleurs que ces parallèles de 35*’ sont les 

Fig. 6. 


P 



P' 


cercles où la sphère de même volume coupe l’ellipsoïde, et que ce 
sonL«au.ssi les cercles fixes autour desquels s’articule tout ellipsoïde, 
qui s’aplatit ou se déforme. 

186. Théorie des tremblements de terre, géosynclinaux, char¬ 
riages, montagnes et dépressions. — On comprend que cette force 
horizontale, les compressions et dilatations alternatives de l’écorce, 
puissent provoquer des dislocations, des zones de fracture dans 
1 écorce terrestre. M. A. Véroniiet en a déduit une théorie explica¬ 
tive des tremblements de terre (') et de différents autres phéno¬ 
mènes géologiques. 

Cette théorie permet en particulier de localiser plus spécialement 
la fréquence des tremblements de terre dans la zone de 35*’, Or, 
celle-ci passe par Lisbonne, la Sicile, la Perse, l’Inde, le Japon, 
le Mexique, qui est bien une région plus parlioulièreinent éprouvée. 

D après la loi de Montessns de Baliore, les régions séismiques 
coïncident avec les géosynclinaux de l’époque secondaire, zones de 
dépressions remplies par les sédiments secondaires, puis plissées, 

(M Voir le très intéressant ouvrage sur Le tremblement de terre, par 
M. Edmond Rothé, directeur de l’Institut de physique du globe de Strasbourg, 
nouvelle collection scientiiique, chez Alcan. 
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disloquées et relevées à l’époque tertiaire. Ces régions forment le 
cercle méditerranéen ou alpino-caucasien-himalayen (53 pour loo 
des séismes) et le cercle circnmpacifique,-ou indo-japonais-malais 
(4i pour 100 des séismes). 

Or. on voit que le second cercle, dans sa partie indo-japonaise, 
prolonge le cercle méditerranéen en complétant le circuit du paral¬ 
lèle de 35®. Uarchipel malais resterait en dehors, en s’expliquant 
comme un prolongement de la formidable dislocation de l’Hima- 
laya. 

Dans l’hémisphère sud le parallèle de 35^' passerait dans une 
zone de dépression océanique au sud de l’Afrique et de l’Australie, 
coupée seulement par la pointe de l’Amérique, Celle dépression 
elle-même serait expliquée précisémenl par l’action de dislocation, 
qui aurait produit un effondrement, un fossé, comme le fossé médi¬ 
terranéen, dans notre hémisphère. 

Cette action de dislocation et d’effondrement expliquerait égale¬ 
ment celte localisation des bandes géosynclinales sur le parallèle 
de 35®. La dépression du sol aurait été remplie par les sédiments, 
puis la môme dislocation et force horizontale aurait, au tertiaire, 
favorisé les plissements et les relèvomeiils montagneux. Nous 
verrons au numéro suivant que le déplacement du pôle a peut-être 
fait coïncider antérieuromeiil le pai’allèh^ do 35® avo(‘ le fossé do la 
Baltique et le soulèvcniont hercynien. 

Gctt(! force horizontah^ do dislocation aurait donc ainsi créé 
d’abord des régions d’instabilité, (caractérisées par les dépressions 
et les plissements des géosynclinaux d<î l’t'ccorco terrestre, quelques- 
unes de ces régions d’instabilité étant ducs peut-être à d’autres 
causes. Celte cause d’ébranlement continuerait à agir dans les 
mêmes régions, ou les régions voisines, comme cause dètermincinte 
des séismes. 

Perrey, professeur à la Faculté des sciences de Dijon, avait 
attribué les ti'emhlemenls de terre aux marées internes^ et par 
une longue slalistiqiu^, il avait établi les trois lois classiques dites 
de Perrey, qui rattachent la fréquence aux positions critiques du 
Soleil et de la Lune, qui donnent lieu aux marées d’ampllludo 
maximum. Plus réccmiment de Parville et Flammarion sontarrivés 
à des résultats analogues. Les séismologues japonais admettent 
d’aboi'd comme [)rlmordial rexislence préalal)lo d’une région 
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d’équilibre mstable, où ensuite les actions lunisoilaires auraient, 
comme: causes de déclenchements. 

Nous l'etrouvons tout cela dans la force horizontale créée, par la 
précession de l’écorce, puisque ses phases et ses maximums sont 
les mêmes que ceux des marées, et qu’elle a pu créer ces zemies 
d’instabilité, en leur conservant encore le même caractère. 

Cette même force horizontale explique parfaitement les plisse¬ 
ments et les charriages, ainsi que les dépressions et soulèvements, 
par compression ou dilatation successives, ce sont les mêmes 
régions d’ailleurs qui ont été le siège des fossés les plus: profonds 
ou des massifs montagneux les plus élevés, le fossé méditerranéen,^ 
les Alpes et les Pyrénées, le Caucase, le massif de l’Himalaya. 

Les géologues avaient expliqué ces phénomènes par le refroi¬ 
dissement et la contraction. Or le refroidissement a plutôt produit 
l’effet contraire de celui qu’on a voulu expliquer. Si la Terre s’étaii 
refroidie uniformément le calcul monti'e que l’écorce n’aurait été 
ni contractée ni dilatée. Pour qu’elle se soit plissée et contractée 
sous l’action du refroidissement, il aurait fallu que le noyau se 
refroidisse plus que l’écorce. C’est le contraire qui a eu lieu. Le 
calcul montre que le refroidissemeat n’a pas pu pénétrer sensible¬ 
ment à plus do 100 ^"^ de profondeur,, n“ 467. L’écorce refroidie cl 
rétréciea donc dû se fendiller, d’où les failles et les rupLui^es, et 
l’établissement automatique, mais jamais complet, de l’équilibre 
hydrostatique ou de l’isostasie. Il faut ajouter aux causes orogé¬ 
niques le dégagement des gaz du noyauyii*’ 168, dont la poussée a 
soulevé les montagnes et les maintient encore soulevées, gaz qui 
s’échappent encore progressivement par les volcans. 

L’étude de la concentration des matériaux qui ont formé les 
astres montre que l’énergie et la chaleur dégagées au. début et au 
centre ont été très faibles pour croître progressivement avec la 
masse, jusqu’à un maximum. Comme la transmission de la chaleur 
a été très faible, par l’absence de courants, de convecUou vers le 
centre, et. n’a pas dû dépasser ioo*^‘’^, comme pour l’écorce, la 
température y est restée sensiblement ce qu’elle était au début. 
Le noyau formant la bathysphère pourrait donc avoir les propriétés 
des solides, comme le veulent les géophysiciens, car on retrou¬ 
verait les basses températures de la surface, vers looo ou i5oo‘'"' 
du centre. 
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187. DéplaoeHbent dup61e et des continents par la précessiom. 
Phénomènes géologiques. — On a yu plus haut que la précession 
générale était proportionnelle à J, rapport de la différence des 
moments d’inertie par rapport à l’un d’eux. Pour une couche 
élémentaire, comme l’écorce terrestre, cette valeur de J se confond 
avec l’aplatissement comme le montre directement la for¬ 
mule ( i 8 ). 

Le déplacement de l’axe de rotation de l’écorce terrestre, dû à la 
précession, est proportionnel k e = 1 : 297 . 11 n’est donc pas le 
même que le déplacement de l’axe de rotation de l’ensemble de la 
Terre, proportionnel à J == i : 3o5. Le premier surpasse le second 
de 3 centièmes, rapport i,o3. 

Si le frottement de l’écorce sur le noyau éiait négligeable, Taxe 
do roLation de cette écorce avancerait de 1 ", 5 par an, sur celui du 
noyau, ou de 46 ® par Cak représente une vitesse linéaire 
excessivement faible, comme la résistance au froitenaeat dans les 
liqu ides visqueux esl proportioâinelle à la vitesse, et lend vers zéro 
avec celte vitesse, il peut subsister un léger décalage. Ainsi le brai 
et la poix se déforment et coulent avec une vitesse de cet ordre et 
la viscosilé des roches fondues n’est pas supérieure à celle de ces 
matières, lin tout cas, pour tout corps qui n’est pas complètement 
rigide, il y a toujours une certaine vitesse de glissonunit. Au début 
dos [)ériodes géoh)gi([ucs, avec un refroidissermuil moins avancé, 
le frotteineul a pu être inoiiis actif et ce pbéuoiuéne du décalag(‘ 
de l’écorce par la précessiou a [)arfaitomenl pu produire le déplu- 
c(m\(‘iit des pôles, que réclameiil les géologues pour expliquer cer- 
LaiiKis observations do glaciers anciens, dans les régions qui sont 
actiieliement voisines de l’équaieur. 

Quelle que soit la vitessci do déplacement do l’écorce par rapport 
au noyau, récarlemeiU réel des deux axes ne peut pas être consi- 
dérabh^, car la vitess(i de rotation diurne introduit très vite un 
frotUnnent beaucoup plus grand que le premier. Les deux axes 
restent donc sensiblement confondus, c’est le point de l’écorce 
correspondant à cet axe, qui se déplace par rapport à cet axe. 
C’est le pôik terrestre qui se déplace en sens inverse à la surface 
de la Terre. 

Le déplacement maximiiin sérail do i'’ en 2^00 ans. Une vitesse 
do déplacement 100 fois moindre donnerait en deux millions 
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d’années. Ce serait suffisant pour expliquer les phénomènes géolo¬ 
giques. D’ailleurs ceux-ci pourraient s’expliquer aussi par des 
conditions locales. Sous l’équateur, le Kilimandjaro élève à 6000'^ 
d’immenses glaciers récemment photographiés en avions. Leurs 
moraines et leurs pierres striées pourront se retrouver plus Lard 
enfouies dans des terrains situés beaucoup plus bas, qui n’auroiit 
jamais été recouverts de glaciers. 

Celte cause d’une dilTérence de vitesse entre le noyau et l’écorce 
pourrait-elle amener une dislocation et une dérive des conti¬ 
nents^ comme l’a imaginé Wegener? C’est peu probable. Elle 
expliquerait seulement le déplacement des continents par l'apport 
aux pôles, ce qui serait suffisant pour la plupart des phénomènes 
géologiques. 

La séparation et la dérive des continents exigerait une cause 
dont l’action varierait d’une façon assez considérable et continue 
sur deux points assez voisins. La cause des ti^einblemonts de terr (3 
en est une, mais elle est alternative. Au bout de 24 heures l’efiet 
total de déplacement est nul. 

On a calculé la différence de l’attraction horizontale sur la 
partie émergée et la partie immergée d’un continent. C’est infini¬ 
ment petit. La prédominance des vents d’Ouest aurait une action 
beaucoup plus grande pour entraîner les continents européen et 
africain vers l’Est. Il en serait de même pour l’Amérique. La difié- 
rence dépendrait de la hauteur des montagnes. 

D’ailleurs la théorie suppose à la base que les continents 
peuvent se déplacer par rapport à la mer, ou les uns par rapport 
aux autres, comme s’ils flottaient librement sur le noyau. Mais 
sous les mers ils sont et ont toujours été reliés et soudés entre eux 
par une épaisseur de l’écorce, à peine plus faible et aussi rigide 
que les matériaux qui les soutiennent. Tout cela fait bloc. On 
ne pourrait admettre un déplacement relatif, que si cette écorce 
n’était pas strictement rigide en dehors des continents. Or à la 
température de l’écorce, toutes les l'oches possèdent bien la 
rigidité des solides et ne supporteraient pas un plissement lent, 
même de l’ordre de lenteur de l’affaissement du brai ou de la poix. 



CHAPITRE XVI. 

JUPITER ET SATURNE. APLATISSEMENT ET CONSTITUTION INTERNE. 


188. Objet du Chapitre. — Nous (Hiiclierons ici les résulUvls do 
l’applicalion dos calculs précédents aux conditons d’équilibre et à 
la constitution inierne des grosses planètes Jupiter et Saturne. 
Nous verrons quelles senties limites introduites, par la force cen¬ 
trifuge et par le rapport des moments d’inertie, pour l’aplatîs- 
seiuenl et pour la loi des densités. 

Nous en conclurons qu’il faut admettre, pour Jupiter, une 
inflexion bien marquée de la densité, délimitant nettement un 
noyau conO'al condensé et une zone superficielle plus légère. Do 
plus celle zone superficielle plus légère doit égalomeut tourner' 
plus vit(^ que le noyau central, (îoiniuo nous voyons d(\jà les parties 
de la surface tourner plus vite à l’équaleur qu’aux polos. 

Ces caractères sci rcMrouveront encore plus accentués |)our 
Saturiu*, sur laquelle la force cenlrifugii est encore plus près 
d’égaler l’atlraclion. Nous en déduirons b^s conditions de forma¬ 
tion de l'anneau. 

Le Soleil présente les mêmes variations de vitesse de Téqualeur 
aux pôles. Nous en déduirons les lois de formation des tour¬ 
billons et des tacb(\s. Nous en déduirons que ces trois astres, qui 
présenUmt la môme répartition des vitesses extérieures, doivent 
présenter la môme loi de répartition interne des densités, avec une 
inflexion marquée et une séparation nette du noyau et de la zone 
siij)erficielle. Nous retrouvons cos caractères dans l’élude de la 
conslilnllou lnt(u'no d’un astre gazeux. Voir Alex. Véroninet, 
Figures (Véquilibre et cosmogonie {Mémorial des Sciences 
mathérnatiques de M. Ileini Villat). 

'189. Jupiter. Les données d’observation. — î J Annuaire du 
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Bureau des Longitudes donne ncLuelleixient pour la valeur des 
principaui: éléments rapportés aux mêmes éléments terrestres : 
valeur du rayon équatorial, a:=:iï,i4; masse M = 3i8,36 
(Tisserand donnait seulement 309 , 8 ), pesanteur à l’équateur 
Y = 2 , 53 . La densité par rapporB à l’eain est i,36, la durée de 
rotation à Féqualeur de 9 ’* 00 '“, l’aplatissement est pris égal i : i5. 
Il est assez mal déterminé. Il y a 3o ans le nombre adopté pour 
l’inverse était 17 . 

Les nombres donnés par les astronomes, pour le rayon équa¬ 
torial, oscillent entre 71,000*^'“ et 71.400^’". La limiie de précision 
des instruments, égale à o",ï,, correspond à la distance de Jupiter 
à 3 oo^™. Le nombre a= \ i ,, i4r en rayons terrestres, donné par 
rAnnuaire correspond à 71.00 5 ’'"’. Le nombre a = 71.373*^'” 
donné par Sampson, regardé comme un des pins surs, correspond 
à 11,19. 

190, Densité, pesanteur à la surface, rapport de la force centri¬ 
fuge à la pesanteur. — Comme l’aplatissement e est assez considé¬ 
rable, il faut on tenir compte, même en première approximation. 
En désignant par e le rayon polaire, on aura pour la masse Met 
pour la densité moyenne D 

(i ) M TT Da-c = I «3 e) D = Di --, 

= 5,52 est la densité de la Terre, M et a sont exprimés par 
rapport aux mêmes éléments de la Terre. On obtient D = i , 3 () 2 , 
nombre de VAnnuaire, Si l’on négligeait raplatissemeul 

14 

I —e = —, 

15 

on aurait seulement D = i ,27. 

Celle densité est très voisine de celle du Soleil i,4i; oc qui 
fait penser que Jupiter serait gazeux comme le Soleil. En tout cas 
la surface visible est fluide, puisque les parties ne lournont pas 
avec la même vitesse. On verrait d’ailleurs que la température do 
formation a dû atteindre 3. 000 degrés et se conserver à peu j)rès 
du même ordre à l’intérieur. ^ 

La pesanteur à 1 équateur est donnée, en première approxiiiia tioii 
parla formule (9)^, n” 158 , et par ( 33 ), n'’ 162 , en seconde approxi- 
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ination. Eu désignant par y la première de ces valeurs, on awa 


( 2 ) 



Le coeftiodeiiL de la .parenthèse., donne l’attraction à l’équateur^ 
comme si la masse était condensée .au centre sans rotation. 11 
donne Yi = a,56'^. C’est sensiblement la valeur donnée par 
VAnnuaire. Elle donne i : cp = 11,29 en première approximation. 

En remplaçant dans la première formule ( 2 ) cp par sa valeur 
donnée par la seconde, où <p^ est le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur pour la Terre, et chassant le dénominaleur y. on 
aura la formule 

(3) — (i -h e) 71 Y — ~ yi 9iü)îrt = O, 


0 ) est la vitesse de Totat-ien è P4qna»teur, par rappo»rt â 
Terre (36) n'* 164, c’est-à-dire le rapport i44o *. Spo Ai noamirbre 
de ininnles, qui mesure les deux rotations, et’cp 4 =: i : 288,36 p©ur 
la TeiTC. 

Le troisième terme, indépendant de y, est alors égal à o,885 
pour a —II,il. On en tire y = 2,36^, valeur exacte, assez diffé- 
reute de celle de VAnnuaire. 

Ou eu déduit alors la valeur cp ^ o, dont l’inverse est 10 , 26 . 

11 suffirait que la vitesse de rotation soit 3, 20 fois plus grande pour 
que la force centrifuge fasse équilibn^ à l’altraclion, sur l’égua- 
(eur. 

Avc‘o < 4 -^ 11 , 19 , valeur de. Sampson, ou aurait y-- 2,34 
et I : cp 10 , 11 valeurs assez peu différonlcs. 

De mèuu^la correction do seconde approximation (33), ïd' 162, 
doiuuirait égaloineut les valeurs plus précises, mais très voisines, 
ulili.sé(‘s dans la siul(‘ 

Y 2,37/,% 9 = o,oç)(r‘,, 1:9 :::=: io,: 3 (>. 


191. Vérification des limites de Clairaut entre Laplatissement et 
le rapport de la force centrifuge et de Pattractlon. Condensation 
centrale prononcée. — Les doux limites de l’aplatissoment donniuvs 
par Clairaut, dans le cas do faibles vitesses de rotation, complétées 
pour (les vitesses (piolcouqucs (n'‘ 80), s’écrivent et donnent pour 
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Jupiter, 

( 4 ) 


4 I ^ I ^ 

- H-I, 

i) O e O 



21,7. 


La valeur 10 observée pour Finverse de l’aplatissement, est plus 
prés de la limite 21,7 (cas de la condensation totale) que de la 
limite 8,3 (cas de l’homogénéité). 

Pour la Terre, c’est le contraire. L’inverse de Faplalissement 297 
est plus voisin de 280 (homogénéité) que de 677 (concentration 
totale). Le rapport des nombres observés avec les deux limites, 
donne pour Jupiter et la Terre 


(5) 


i 5 


i5 


1 , 45 , 



'>77 


1,94- 


On voit que ces rapports sont inversés pour ces deux astres. La 
Terre est beaucoup plus voisine de l’homogénéité i, 3 , que de la 
concentration totale 1,94» alors que Jupiter est au contraire plus 
voisin de la condensation totale i, 45 , que do l’homogénéité 1,8. 

La variable ri de Radau, appelée le paramètre de condensation 
par Callandreau, conduit aux mêmes conclusions On a les rela¬ 
tions 


(6) '/i 


5 9 
2 e 



O < ïl < ^< 3,- 



Avec la valeur cp de deuxième approximation et i : e = i 5 on 
obtient = 1,620 en première approximation et i ,436 en seconde 
pour Jupiter. Pour la Terre on avait obtenu 0,57.0. La valeur 
limite de tq, d’après ( 3 ), dans le cas d’une condensation totale, 
serait égale à 3 . Dans le cas de Jupiter, yj dépasse la moitié de 
cette valeur, et seulement le sixième dans le cas de la Terre. 

Avec les données <2 = 11,19 6t y = 2 ,34 on a y^i = i, 70 
et O = 1,01. L’écart est assez faible. Tissei'and avec ses données 
obtenait ijSg. M. Wavre trouver] = 0,86pour i : e = i 5 , nombre 
environ deux fois trop faible (n® 83 ). Figures planétaires. 


192 . L’éçtuation de condition de Poincaré appliquée à Jupiter. 
Limites étroites du rapport des moments d’inertie. — Nous ne 
pouvons pas ici déterminer le rapport des moments d’inertie et J 
par la précession, comme pour la Terre. Mais Laplace avait indiqué 
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déjà que la perturbation produite par le renflement équatorial de 
Jupiter, sur le mouvement des satellites les plus rapprochés, 
pourrait permettre de déterminer la différence des moments 
d’inertie, et d’en déduire son aplatissement avec plus de précision 
même que par les observations directes. 

En effet, la différence des moments d’inertie rentre dans le 
coefficient du second terme du développement du potentiel. 
D’après le théorème do Stokes généralisé, n‘^ 117 , ( 55 ), ce coeffi¬ 
cient est un invariant, qui ne dépend que de c et de cp à la surface. 
Celte démonstration avait déjà été faite et la valeur donnée, 
(n'‘ 159 ), (Igy^ en première approximation, et en seconde approxi¬ 
mation par Gallandreau, Darwin, Tlamy. On a 


( 7 ) 



•A 


C — A 




1 

2 


? 


I /o O 17 

- -i 0- 




a est le rayon équatorial, y le terme dû à la déformation ellipsoï¬ 
dale. 

Laplace avait déduit J' des observations avec six chiffres exacts 
0,02i()oi 3 {Méc, cél.^ t. VIII, n^’SS). (Nous n’en conservons 
actuellement que trois.) Du mouvement du quatrième satellite il 
déduit la masse (premier coefficient du développement du poten¬ 
tiel), puis 9 =: (),oq88 et \ : e d’où 'n = > ,4fi, valeurs un 

peu faibles. 

Hoaucoup [)lus tard Adams donne i' o, oii 1 (ifiad et G. IL Dar¬ 
win en déduit 9 o, 08 i() et i : c i(), 02, en négligeant le terme 
de correction en c-. 

En prenant la valeur générahuuent rcume actiiellemenl, celle de 
Sampson adoptée par Andoyer, 1'= 0,02227 et la valeur de 9 
calculée ci-dessus, on en déduit i : 14,2 en première approxi¬ 

mation et i(),3 en seconde approximation, la valeur du terme de 
correction étant (),oo()i. La valeur probable observée, i 5 , tombe 
entre les deux. C’est la seconde valeur 16, 3 , que l’on devrait 
übservcir si J' était exact. La précision donm'o pour e par ce calcul 
est la même que celle de J' d’après (7). 

M. Wavre avec les mêmes données et les formules déduites de 
sa nouvelle méthode (n” 84 ) obtient 1:17 en première approxi¬ 
mation et 1 : 10,5 en seconde. Il est regrettable que cette méthode 
no lui ail pas permis d’obtenir la formule classique si simple (7) 
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qui doDîie e presque sans calcul au moyen de J' et cp, et qui 4o4t 
donner pour ê une valeur plus petite en seconde approximation, 
donc une valeur plus grande de i : e. 

Celte valeur de J'(7) peut encore s’écrii'e, en première approxi¬ 
mation, d’après le calcul des moments d’inertie et la transforma¬ 
tion de Radau 135) 


( 8 ) 






y/1 •+• -ni 


K 


1 

— O. 

2 ‘ 


Après avoir calculé e comme ci-dessus, la formule (8) permet, 
d’après la valeur de J', de calculer J, qui sera compris entre deux 
limites indiquées (n'’"’ 136, 437). 

Pour la limite de Poincaré, on peut prendre K=i. Ou on 
déduit I I J i5, 8 ou J = o,o634* 

Pour la seconde limite ri = yji (Véronnet) on a 


(9) 


y/1 -e 7)1 _ 

K “ 


1 1 

-'f\ - 

2 lO 


= 1 , 68 , 


II, 


Si l’on admet i : e = i5, comme on a J <! <? d’après la limite de 
Gallandreau (n® 125), cette seconde limite ne peut être atteinte cl 
l’on aui'a 

(lo) I5<i<i5,8, J = 


En seconde approximation, dans (8), on introduirait les memes 
termes de correction que dans le calcul de l’équation de condition 
de Poincaré {liP 152). 


193. La formule de Clairaut ne permet pas d’expliquer l’aplatis¬ 
sement de Jupiter par la formule des densités de Roche, Lips- 
chîtz, etc. Nécessité d’un noyau condensé. — La formule d(^ 
Clairaut, qui relie co- et e, aboutit à la formule de Henriessv 
(n® 127), déjà indiquée par Laplace, et qui montre que l’aplatis¬ 
sement e est proportionnel à (p et ne dépend en outre que de la 
loi des densités. Pour une même loi de variation do la densité 
interne, le rapport cp : e serait le même. 

Le rapport des valeurs de cp pour Jupiter et la Terre étant 27 , 8 , 
il faudrait, dans ce cas, que le rapport de leurs aplatissements soit 
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le même, ç’est-à-dire qm ron ait i : 41^ pour la Terre. Il 

faiidraii donc que la loi de LipscMtz puisse donner cette valeur 
pour la Terre, pour pouvoir donner i : e = 1 5 pour Jupiter. 

Les calculs numériques du Chapitre XIV, (n^^ 172 ), montrent 
que la formule de Lipschitz donne un maximum de 35 o pour le 
cas limile dhine densité nulle, et par conséquent ne permet pas 
d^atieindre la limite ci-dessus. Callandreau avait déjà montré le 
premier que cette loi, cependant très large avec deux paramètres, 
ne permettait pas d’expliquer l’aplatissement de Jupiter. 

Au contraire, la première formule de Lévy (n‘* 176 ), qui com¬ 
prend un paramètre de plus, permet d’allcindre i : e pour 

C3CI et 3 ç )8 poura^Ojp. Ou t^n déduit qu’elle donne l’aplatis¬ 
sement I : e = li) pour Jupiter avec a = <>,p()i, ce qui doime une 
densité centrale égale à 5 , 28 et une densité superficielle do 0,0084, 
soit () fois et demi plus grande que l’air. Cette formule donnerait 
au maximum 10,4 pour Jupiter, avec a =: i, c’est-à-dire une den- 
si lé superficielle nulle. 

Avec la seconde formule de Lévy, on obtient i ; e =: 460 pour 
a (),() et 423 pour a = 0,8, l’aplatissement sera i : i 5 pour 

a =0,78,1, Pü = Ô,67, p, = o, 12. 

La densité superficiidle serait seuleimmt 100 fois c(3lle de l’air, 
le huitième de celh^ d(^ l’eau. formule donne un maximum 

l ; e 17,2. 

Ces deux formules (lonneiiL im point pour la coui'be 

r(q)rè.seiilalive des densités d(‘ la surfaciï au centi'e. l^a densité 
préseiilerail en ce point une variation maximum, qui séparerait 
mUOmienl une zone superficielle d(‘ faible densité, d’^^/i no)‘(iu 
ceiih'al plus ('ondensè. Cette coiidensatiou est malhéiuatiquc- 
meiil ué(Hîssaire pour (‘X|)liquor la grandeur de l’aplatissement de 
Jupiter. Cetn^ courbe (bis deiisilés avec point d’inllexion et noyau 
central est précisénumt donnée par une masse gazeuze. qui suit 
la loi des gaz réels, 

19 t. La formule de Clairaut-d’Alembert ne permet d’expliquer 
Paplatissement de Jupiter avec aucune loi de densité. — La formule 
précédente de Clalraut déterminait l’aplalissenumten fonction seu¬ 
lement de cp, c’('st-à-dire delà rolalion (‘t de raUractiou. La formule 
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de Clairaut-d’Alembert (i g), n.” 124, fait iiiiervenir en outre la 
valeur de J et des moments d^inerlie. Elle introdaira donc de 
nouvelles conditions restrictives. 

La loi de Lipschitz, dont celle de Roche n’est qu’un cas partU 
culier, donne, pour le calcul de cette formule ( 5 ) (n" 170) 


(II) 




P ('/cï'i = 


3 

ô 


J 


3 Tl -H 5 / 


P = Pü(l— a/*'/). 

Le minimum de la parenthèse en Ç est i pour Ç — o et le 
3 ^ 

maximum - pour Ç = 3, et /z = o. En comparant celte valeur de ,L 

avec celle donnée par ( 8 ). on pourra écrire pour ces deux limites 


(I2) 




I <; 


K 


8 

5 ’ 


En introduisant ensuite les deux limites de K ( 9 ), 011 a 

() I< 2. 

1 I ^ 

I H-— — r^- 

2 ' l O ' 

les valeurs des deux expressions en rt sont, pour Jupiter i ,62 
et 1,68 et tonies deux plus grandes que Elles ne peuvent con¬ 
venir pour aucune valeur des paramètres de la loi de Lipschitz. 
Avec la loi de Ldvy (n" 17(L, (, i), n'=z 2 on obtient 


(i4j 


5 ''ÎT’ 


n, 


/ ()2 

= pu l-: 

\ -t- , 


Fl = Po ( 1 — 


lOOt 


En i-emplaçant D, etF^par ces valeurs dans celte équation do 
Glairaut-d’Aleniberl (i 4 ) on obtient une équation du second degré 
en K pour^détcrininer ce paramètre en fonction de 71. Or pour la 
\aleui limite n o, cette équation limite sc réduit, comme on le 
voit, iminédiatoinent, à 


(l5) 


(I 


J 



— 2a -1- I ) = 


O 
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On obtient la racine limite « = i, car | J > J'. Pour n > o, et 

les valeurs connues de J et J', on a toujours des solutions «> i, 
qui ne peuvent convenir. 

Pour la deuxième forme de la loi de Lévy, re'>3, on aurait 
encore a = i pour =: o et a ^ i pour n ]> o. Aucune des formes 
de la loi de Lévy no peut donner de solution. 

On peut enfin considérer comme une loi de densité limite celle 
qui donne la seconde limite de la condition de Poincaré, c’est- 
à-dire l’hypothèse oii la fonction yj de Radau, qui doit être décrois¬ 
sante de la surface au centre, resterait constante à l’intérieur de 
l’astre. Elle donnerait une loi expoLieiitielle des aplatissements 

rr’ (^e dr 

(16) 'rj = — "--r,,, y — T,, — , f ™ 

La condition r\ constant, ou 73 ' = o, portée dans l’équation dilï’é- 
rentielle de Clairaut-Radau, donne la valeur de Ç en fonction de r;, 
et qui est donc aussi constante. On en déduit de même une loi 
exponentielle des densités 

(16)' 0 = 1,,,...?., p = p,,-:.. 

Ces cxprevssions, portées dans les trois formules fondamentales 
(n^* 124), donnent les irois valeurs de l’aplatissement corres¬ 
pondant. La loi de Glairaul-d’Alembert, la plus simple, donne 
alors, en rom|)laeant Ç [)ar sa valeur en 73 


V, ' - - r 5 11 , 

I -h - Tj-Y] ^ 

2 10 

C’est précisément l’expression (9), quia donné i : J = 14 , 7 , valeur 
inacceptable, car cIUî est plus petite que i : c = 10. 

Ainsi donc, même cette loi limite et exponentielle, à conden¬ 
sation extrêmement rapide, ne peut pas faire l’accord entre les 
valeurs do c, cp et J . Aucune loi de densité ne le peut. 

195. Nécessité d’admettre des vitesses de rotation plus grandes 
vers la surface qu’à l’intérieur de Pastre. — La formule de Clairaut 
ne pouvait expliquer l’aplatissement de Jupiter qu’en admettant un 


A1'I>KI,L, IV (2). 


IS 
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aoyau interne avec condensalion prononcée (n^ 193 ). Cela ne 
suffit plus avec la formule de Glairaut-d’Alembert en 9 et J. Cela 
lient à ce que la valeur de J, déterminée par la condition de Poin¬ 
caré (n“ 192 ), a donné pour J une valeur beaucoup trop voisine 
de e. Il faut donc rejeter Fhypothèse de Clairaut, la seule sur 
laquelle est appuyée la condition de Poincaré, indépendante de 
toute loi de densités. 

Cette hypothèse de Clairaut admet que la planète tourne tout 
d’une pièce et dans la transformation de Radau (n" 135 ), on a 
introduit la valeur de rn\ tirée de l’équation de Clairaut-Radau, 
établie dans l’hypothèse d’une vitesse de rotation uniforme. 

En reprenant ce calcul à la formule (9) (n'" 121 ), sans faire 
et en dérivant deux fois, on obtiendra dans (12), n^‘ 122, 
un nouveau terme, qui, transporté dans l’équation de Clairaut- 
Radau 132 ). formera le second membre de la formule ( 4 ) 
même chapitre 


(18) 'nC'Q + 5 ) — 2Ç('a - 4 -1 ) = CT, 


9 6/‘(oJ^y 

e (O* 


Cette valeur de rrï\ portée dans la transformation do Radaii, 
n*^ 135 , donnera, pour l’équation de condition de Poincaré (8), 

n® 192 , une expression où K sera remplacé par i + eau lieu 
de I. 

En faisant cr=i dans cette expression, on obtient 1 : 1 = i 8 , 4 * 
Prenons ensuite pour les vitesses de l'olation internes une 
formule analogue à celle de Lipschitz et Roche pour les densilés, 
on aura eu faisant r — i dans <7, valeur à la surface, 


(19) 0^-= tog (l-h Y/*'') 


O n — 5) 
e I -h 7 


En faisant cr = i on obtient y = 0,0092 pour n — f\ et y 0,001 5 
pour ^ = 10. La différence des vitesses de rotation de la surface au 

centre serait égale à ^ y. Dans le dernier cas 11--=: \o la variation 

relative de la vitesse de rotation serait 10 fois plus rapide que la 
variation en profondeur. A une pi'ofondeur de ou 0,001 du 
rayon l’écart de vitesse serait diminué déjà de 0,01. 

Cette valeur de J portée dans (ïi) donne la densité correspun- 
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dant à la formule de Clairaut-d’Alembert et à la loi de Lipschitz 
( 20 ) 2 ; = o,648(ai-+-5)>ôxo,648 = 3 , 24 , 

Cette valeur est encore trop grande car Ç < 3 . Aucune valeur de 
la loi de Lipschitz ne peut encore convenir. Il faudrait i :J> 19,4 
pour faire Laccord et o- > i. 

Avec la formule de Lévy, (i4), nM 94 , on obtient a = 0,951 
pour 71 = î2, et a = 0,967 pour n = i, valeurs qui donnent la loi de 
densité, et la loi des vitesses de rotalion (tq), cadrant avec les 
valeuTS de e, cp et J. 

Il y a donc accord à condition d’admettre à la fois une conden¬ 
sation centrale assez prononcée et des vitesses de rotation plus 
grandes à la surface qu’à l’intérieur de l’aslre. La dilTérence de 
vitesses observée à la surface conduit déjà à adinettre d’ailleurs, 
que ces vitesses croissent également en pi'ofondenr. 

196 , Saturne. L’aplatissement obervé ne concorde pas avec les 
antres données, — Les données relatives à cette planète, sont 
indiquées ainsi dans VAnnuaire 

a = 9., 4 ; 6 ' = I : 10 ; M = 9 ^, 22 ; 1.) = 0 , 7 ; y = i ,06 ; to = 9 *' 5(>"', 

Sampson donne pour la vitesse de rotation à l’équateur io^i 4 “‘- 

Ces valeurs donnent == i, 078 n^’ 190 , valeur voisine de celle 

donnée par VAnnuaire. Los formules (2) et ( 3 ), n'’ 190 , donnent 
ensuite pour valeur de la pesanteur à l’équateur en première 
approximation y = 0,798^, puis on seconde approximation o,84o^'. 
Ces valeurs sont trop différentes pour qu’on puisse procéder 
comme pour Jupiter. On a calculé alors les valeurs du premier 
m(‘mbrc de ( 3 ), n‘’ 190 , avec le terme de correction, pour des 
vahuirs régulièrement espacées de y. On trouve alors la solii- 
lion y = 0,862 pour c = i : 10. Comme la valeur de e, donnée' 
par les observations, est peu sûre, 011a fait les calculs également 
pom* I : <^? = 9, ce qui donne y = o, 870 g et, pour i : c = 11 , qui 
donue y -■= o, 800. 

On eu déduit, pour ces trois valeurs de les valeurs correspon- 
daules de cp, de •?, de r\ et de la limite ^ i (pour 3 valeurs dilTé- 
rontes de ru déünievs plus loin) : 
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2 


I : e.. 

I : fip. 

cp : e. 



— h I. 

9 

— 

— 

9 . 

4,60 

1,96 

a, 89 

2,57 

10, 20 

10,80 

9,70 

10. 

4,53 

2,21 

3,52 

3,25 

10,06 

10,66 

9,54 

Il. 

4,47 

2,46 

4 ,i 5 

3,93 

9» 94 

10,52 

9f 44 

Pour 

l’aplatissement 

I : e = 9 

on a 

(f = 4,60. 

Il suffirait 

que 


Saturne tourne seulement 2,1 4 fois plus vite pour que la force cen¬ 
trifuge équilibre la pesanteur à Féquateur. L’aplatissement serait 
égal à 1/3, trois fois plus grand seulement qu’actuellement, 
d’après la figure limite de Roche. En première approximation 
on aiu'ait *0 = 1,59. 

On voit que la valeur de tq, paramètre de condensation, est, pour 
toutes les valeurs de e, beaucoup plus grande que pour la Terre et 
même pour Jupiter. Tisserand avec les valeurs qu’il avait adoptées 
trouve pour y] la meme valeur que pour Jupiter. Gallandreau a 
montré que celte valeur dépassait probablement 3, qui est sa limite 
supérieure, mais seulement dans l’hypothèse de faibles vitesses de 
rotation, comme pour la Terre. M. Wavre, avec sa méthode assez 
compliquée, trouve pour les valeurs de *0 (qui se calculent si sim¬ 
plement à partir des données) des nombres compris entre 1,00 et 
1 ,33 pour I : e compris entre 9 et 10, n^’ 83 . Ces nombres sont près 
de trois fois trop petits. 

Pour les inverses de l’aplatissement, égaux à 10 et ii (2® et 
3 ‘^ ligne) *0 est nettement supérieui'e à la limite 3, donnée par ((>). 
Ceci ne suffiraitpas pour exclure les aplatissements i : 10 et i : i i, 
car, pour les grandes vitesses et les grandes concentrations, la 
limite de Clairaut i : e ~ 2 : cp doit être remplacée par ^ H- i, dans 
la valeur de ‘^(6) en y faisant cp = i, ce qui donne la limite plus 
large *0 = ~, 11'’ 80 . 

Pour n’importe quelle approximation, n’importe quelles vitesses 
de rotation et n’importe quelle concentration, c’est cette limite de 
Clairaut élargie^ ~\^i qu’il faut considérer. Les nombres corres¬ 
pondants, pour la vitesse de rotation de 9^*56™, sont indiqués dans 
la sixième colonne du tableau ci-dessus. Ils doivent être supérieurs 
à I : e, première colonne. On voit que l’aplatissement i : 9 rentre; 
dans les limites voulues, i : ii la dépasse. La valeur 1:10 est très 
près de cette limite. Pour qu’elle convienne, il faut admettre que; 
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la masse de Satiirne est assez concealrée pour que la densité super¬ 
ficielle soit négligeable, et que le noyau central est assez éloigné de 
la surface pour qu’il puisse être considéré comme sphérique par 
rapport à cette surface. La seule valeur acceptable pour l’apla¬ 
tissement serait i : 9, en admettant que 9 soit donné avec assez de 
précision et a = 9 , 4 * 

Si on prend comme vitesse de rotation io‘‘ i 4 ’” (Sampson), 9 est 
augmenté de o,oi 3 et on obtient les nombres de l’avant-dernière 
colonne. Les aplatissements i : 9 et i : 10 seraient tous deux accep¬ 
tables, et 1: 11 toujours à rejeter. 

En modifiant la valeur de 9 delà même quantité en sens inverse, 
dernière colonne, la valeur i : 9 est seule acceptable. 

La présence de l’anneau, qui joue le rôle d’un renflement équa¬ 
torial énorme, et le peu de précison de l’évaluation de sa masse, 
ne permet pas de déterminer la différence des moments d’inertie 
de la planète, comme pour Jupiter. On no peut pas utiliser la con¬ 
dition de Poincaré, ni la formule de Clairaut-d’Alembert, c[ui 
renferment J. 

La formule de Clairaut prise loute seule permet d’accentuer 
pour Saturne les conclusions faites pour Jupiter, n" 193 . Les 
valeurs très considérables trouvées ci-dessus pour n inonlreiil à 
quel point la concentration doit y être considérable, beaucoup 
plus accentuée même que pour Jupiter. Do plus la vahuir d(i 9 pour 
Saturne est 64 fois plus grande que pour la Terre. On verrait, 
comme pour Jupiter, que la loi d(i Llpschitz et Roche no peut 
expliquer son aplatissement. 11 en serait dc^ mènu^ pour la loi de 
Lévy, malgré l’inflexion des dcmsités (‘t la forte concenlration 
qu’elle permet d’introduire. 

Là encore, pour faire l’accord il faut introduire, outre une forte 
concentration, des vitesses de rotation plus grandes dans la zone 
superficielle que dans le noyau intérieur. Ces vitesses plus grandes 
s’expliqueraient par la chute plus tardive des éléments, qui ont 
formé les couches superficielles, et rnimeau lui-même. Ces 
vitesses n’auraient pas eu le temps de s’égaliser par frottement en 
milieu gazeux. 

197. Conditions mécaniques de la formation de Panneau de 
Saturne. — Maxwel a démontré que l’équilibre mécanique de cel 



278 FIGURES d’équilibre D'UNE MASSE HÉTÉROGÈNE: EN ROTATION. 

nnrteaxi ne pouvait pas subsister s 41 était solide oti liquide. On 
admet qu’il est coiuposé de particules solides séparées, assez petites, 
analogues aux éléments, qui constituent les comètes, bolides et 
étoiles filantes. Ghacune d’elles se meut indépendamment, d’un 
motivement képlérien, autour du centre de la planète. 

Kant, puis Laplace, ont expliqué la formalion de cet anneau, par 
rauginentatiou de la force centrifuge, dans la contraction de la 
planète par le refroidissement, jusqu’à égaler l’attraction. Ij’étude 
mathématique et mécanique a été faite par Roche. On peut 
préciser les conditions de cette forma lion d’après les conclusions 
des chapitres précédents de oet ouvrag(*. 

Si l’on a une masse homogène, en rotation unifonne, qui se 
contracte indéfiniment, elle s’aplatit également indéfiniment et pnmd 
finalement la forme d’un disque, où la force centrifuge arrive 
à égaler l’attraction partout en même temps. 

Dans le cas d’une masse hétérogène, également eu rotation uni¬ 
forme, il arriverait un moment où la force centrifuge égalerait 
l’attraction à l’équateur, où un anneau commencerait à se former 
(figure de Roche, Chap. mais le phénomène se ooiitinuerait 

jusqu’au centre, sans solution de continuité. On aboutirait (uicori^ 
à un disque plat, où la densité et la vitesse de l'otation seraient 
variables, du bord extérieur au centre, au lieu d’ètre les mêmes 
partout. 

Pour expliquer la séparation de ranneau, il faut de loute néces¬ 
sité donner aux éléments qui l’ont formé une vitesse plus grandi^ 
que celle de l’ensemble, c’est la conclusion à laquelle nous sommes 
déjà arrivés pour les éléments supoificiels de Jupiter et de Saturno*. 
On peut expliquer C(‘tte vitesse plus grande par la chu te tardive de 
la matière qui a formé ces planètes, le frottement n’ayant pas (uicore 
eu le temps d’égaliser ces vitesses. 

La contraction par refroidissemoînt permet aussi d’expliquer ces 
vitesses superficielles plus grandes. En effet le momimt cinétique 
p. de chaque partie de la masse resterait inv^ariable. Considérons 
alors une niasse /?? = t , située à la distance r, la vitesse de rotation 
étant O), on aura 

(21 ) fJ. rr= 0)7'- — const., 5t0 = — 2 Ü) “ • 

r 

Si la contraction est uniforme d?' est proportionnelle à /' et la 
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varlaliou ôw de la vitesse de rotation cstla uiôino partoiU. La vitesse 
de rotation reste nniforinc. 

Mais la contraction par refroidissement sera natureUemeul plus 
^.•ande à lu surface, Sr et ôw y seront plus grands qu a l intcneui. 
Cependant la variation de ces vitesses à partir de la surtace se 
serait faite d’une façon progressive et continue, et il n v aurait p<is 
eu séparation nette de rauneau et de la plauete. 

Considérons en ellet une masse superficielle qnekumque, qui se 
u-oirve en équilibre pour une vitesse de rotation «. M étant la masse 

lolale cl /•{ sou ra\()n, on a 




(0-/-I = -x‘ 




Si l'.,,, .lésig.i.' |.«1' ir Wp»'»»'""' '1' .. 

!,■ ...o,«e,u c,«ai<|„0 .le, p«Kio, inférieures de 

1„ vele.,,' .-.v..» reçu;,, oii cc, uanvereeUc... 

vilessi' d’éqnililire, on aura 

, ..>-•( n-ce é _ 

('a 3 ) ' -yM /M 

Ainsi dune si une bande .fépaisseur a/’, <le vitesse m s'est séparée 
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sphère intérieure de la planète en formation. La résistance du milieu 
a brisé la masse en fragments, a rendu les orbites circulaires 
et dispersé ces orbites en anneaux. 

La résistance de ce milieu n’a pas pu durer longtemps, autrement 
toute la masse, qui a formé l’anneau serait tombée à la surface de 
la planète, s’y serait incorporée, en perdant assez de vitesse pour 
ne plus pouvoir se libérer de l’attraction. On en conclura que la 
vitesse de formation des planètes a dû être très grande et leur 
condensation li'ès rapide. 

Les rayons extrêmes des anneaux sont égaux à 2,26 et 1,48 du 
rayon de la planète. L’épaisseur est donc égale à 0,77, dont le 
quart est 0,19. Il s’ensuit d’après le calcul ci-dessus que la matière 
qui l’a constitué avait primitivement une épaisseur inférieure 
au î / o du rayon de la planète. 

Malgré la discontinuité de vitesses entre la matière de l’anneau 
et celle de l’atmosphère, il y a dû avoir entraînement de l’une par 
Tautre, avec des vitesses intermédiaires, qui ont dû remplir l’inter¬ 
valle entre les anneaux et la planète d’une matière diffuse trop peu 
dense pour être visible. Ce doit être un lambeau de cette matière 
qui tombant sur la surface de la planète, y produisit la tache 
blanche d’août igSS. L’éclat indiquait une température supérieures 
à celle de la surface, l’extension de la tache en avant montrait que 
la vitesse de sa matière était supérieure à celle de la surface. 

Ce sont des chutes de matières analogues, soit originelles, soit 
plus récentes, qui permettent d’expliquer pour Jupiter, Saturne et 
pour le Soleil, les vitesses plus grandes à la surface et à l’équateur. 
Il y a permanence très longue de ces vitesses. L’égalisation des 
vitesses sur des épaisseurs de plusieurs kilomètres, dans une masse 
gazeuse, demanderait des millions d’années d’après les calculs d(^ 
lord Kelvin. 

Remarque /. — Récemment J. H. Jeans annonçait au monde 
que la Lune allait se casser en deux, puis en 4 ? 8, 16 mor¬ 
ceaux, etc, de manière à constituer autour de la Terre un anneau 
analogue à celui de Saturne, dont il expliquait d’ailleurs l’origine de 
. la même façon. Jeffreys, un autre savant anglais, a précisé ensuite 
que ce phénomène n’aurait pas lieu avant 3o milliards d’années. 
Or c’est Roche, qui avait calculé le premier, il y a près de 100 ans, 
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la possibilité du fraclionnement d?un astre en deux, en passant 
assez près d’un auti'e qui attire davantage la partie tournée vers 
lui que l’autre. Le phénomène a été constaté dans le fractionne¬ 
ment de la comète de Biéla. Le calcul s’applique parfaitement aux 
comètes, dont le noyau est probablement formé de morceaux 
solides, analogues aux bolides, plus ou moins gros, mais non 
soudés entre eux. Pour la Lune, il faudrait tenir compte de la 
cohésion des matériaux solides. 

De plus, comme on l’a vu au n^ 183 , Je ralentissement de la 
rotation de la Terre par le freinage dû aux marées, fait que la 
Lune s’éloigne de la Terre, pour conserver la constance des 
moments de rotation. Elle ne trouvera donc pas dans ravenir 
les conditions favorables pour se transformer en anneau. De plus 
J. H. Jeans lui-même, à la suite de Darwin, admettait que la Terre 
avait pu se fractionner en deux à l’origine, pour donner naissance 
à la Lune, qui se serait ensuite éloignée d’elle progressivement. 
Mais alors, c’est dès le début que la Lune se serait trouvée dans 
les conditions favorables à une désagrégation en anneau. De plus 
les anneaux de Laplace n’auraient jamais pu former de satellites 
ou de planètes. C’est le contraire qui aurait dû arriver et les 
anneaux seraient partout la règle. Enfin les satellites d(i Mars sont 
beaucoup plus près et peut-être dans la zone dangc‘reus(‘. 

Hcniarque H. - - Le phénoinciui, analogue à celui indiqué plus 
haut, de la chute progressive d’un(‘ planiste sur son étoile centrale 
permet d’expliquer de même tous l(‘s phénomènes présentés par 
les étoiles nom’elles : fréquence beaucoup plus grande (jiu^ pai* le 
choc de deux étoiles, augmentalion ra[)ide d(i l’éclat, diminulion 
plus lente, etc. 

L’élévation brusque de la température superficielle de l’étoile 
à looüo ou 20 000 degrés suffit pour expliquer Vapparence 
explosive des étoiles nouvelles, tout en étant un phénomène pure¬ 
ment superficiel. Les phénomènes radioactifs sont très lents et ne 
concernent que des atomes individuels. Il en serait de même des 
autres décompositions atomiques, qui sont en outre complète¬ 
ment hypothétiques. Enfin le calcul montre que si le Soleil tout 
entier était en mélinite solide faisant explosion, il se contracterait 
au lieu de se dilater, en atteignant une lemfiérature de 3 ooo degrés 
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au plus au lieu de 6000. Même à la surface, il n’y aurait pas de 
projections gazeuses de l’ordre de ses protubérances ordinaires 
(Alex. Véronjset, Constitution et évolution de CUnivers, 
Chap. X, 9 - 12 ). 


198 . Le Soleil. Conditions mécaniques et physiques de la for¬ 
mation des taches. — Comme pour Jupiter et Saturne, les diffé¬ 
rents parallèles de la surface du Soleil ne tournent pas avec la 
la même vitesse. La loi de Carrington, modibéo par Faye, peut 
s’écrire 


(24) tü = üJo( I — « siu- X), O)P ~ <0^(1 — (/.), 

coe et Wp sont les vitesses de rotation à l’équateur vi aux pôles, I la 
latitude, a un coefficient qui définit les variations de co. 

La théorie de Faye, d’après laquelle les taches sorai(‘nt dues à 
des mouvements toiirloillonnaires en profondeur, n’ost plus guère 
contestée, Si la vitesse de rotation clail |)artout la ineiue, il n’y 
aurait pas de tourbillon. Désignons donc par rîo) l’(‘xcè.s de rotation 
par rapporta c,)p et par e la vitesse variable correspondante, on a 


( 25 ) 


Sco = (0 — 0)^, = iy o)(..cos-X, r - rod) ~ a \{ X. 


Si une cause quolconque, frolteiuenl, pression d(‘ la chromo¬ 
sphère, solidarise on un point les éloirienls supmdiciels, il se pro¬ 
duira un tourbillon dont la vitesse de rotation tv sera définie par la 
inoltié du rotationnel de la vitesse variable r, ou do la dérivée prise 
borizoîilalement, suivant un méridien 


(26) 


dv 

“ STrx) 


= — Sacoe cos- X sin X. 


La foiMiiallon des tourbillons ei d(‘s Uiclies (vst nulle, u'-- o, 
à rëquateur et aux pôles. Elle serait maximum à une latitude 
-de 35 ”. C’est ce que montrent les observations, sauf que c(‘ 
maximum est en réalité plus près de réquatimr, mais la latitude 
dépend aussi des causes qui provoqueul, la formation des 
bourbillons. 

Ces causes résident probablement dans l’abaissement el la 
contraction périodique des couches de la chromosphère, jusqu’au 
niveau de la photosphère. Tl doit y avoir eomnie une pulsation 
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analogue à celle dos Géphéidcs, ayant la même période que les 
taches et qui serait la cause déterminante. Les observations de 
Halle font remonter en effet les phénomènes magnétiques des taches 
jusque dans la chromosphère. 

D’autre part on sait que le rayonnement solaire s’accompagne 
d’une émission d’électrons, en particulier par les facules plus 
chaudes. Cette émission ne peut pas se continuer indéffnlment, car 
la charge électrique produite doit freiner, puis arrêter celle 
émission pour lui substituer une émission égale d’ions positifs. 11 y 
aurait ainsi alternativement refoulement des électrons ou des ions 
positifs, vei's l’extérieur ou vers la photosphère, avec relouleinonl 
consécutif des gaz de la chromosphère. 

Cette pulsation électrique permet d’e.vpliquer également les 
phénomènes magnétiques des taches. Dans une première période 
do 11 ans des taches, il y aura rayonnement maximum de chaleur 
et d’électrons, prédominance des ions positifs vers la photosphère, 
qui donnent au mouvement tourbillonnaire des taches une certaine 
polarité luagnét.ique. Dans la période suivante de 11 ans, il y auia 
émission maximum d’ions positifs, prédomiqance des (dectrons vers 
la photosphère, la polarité magnétique des taches sera inversée, 
comme le montrent les observations. De plus cette polarité sera 
toujours inverse dans les deux hémisphères du Soleil, car le sens 
du mouvement tourbillonnaire y est renvei’sé. 

Enfin le tourbillon de la tache s’enfonce et s’aminçit dans la 
masse, en rencontrant des couches dont la rotation est moins rapide. 
11 s’incurve donc vers l’arrière et il pourra reparaître à la surface 
en formant une nouvelle tache, compagnon de la première, dont la 
rotation et la jmlarisation magnétique sont inversées, comme on 
l'observe. 

Si la tache est assez importante et assez large, son tourbillon 
descendant peu atteindre la surface du noyau central, déjà signalé 
dans J upiter et Saturne, où il y aurait accroissement brusque de 
la densité formant obstacle à la pénétration et forçant la tache a 
s’étaler sur sa surface, en formant un entonnoir très net, comme 
lions l(î révèlnnl obscrv filions. 
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